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内 容 简 介 

本 书 是 根据 清华 大 学 出 版 社 与 中 国 计 算 机 学 会 共同 规划 的 “21 世纪 大 学 本 科 计 算 机 专业 系列 教材 ” 
《离散 数学 (第 3 版 ) 兴 主教 材 ) 以 及 电子 教案 编写 的 配套 教学 指导 用 书 . 全 书 分 为 14 草 , 每 草包 含 内 容 提 
要 .习题 ,习题 解答 与 分 析 三 部 分 ,内容 提要 总 结 了 本 草 的 主要 和 定义、 定理 ,公式 、 重 要 的 结果 等 ;习题 部 分 
包含 了 污 上 述 内 容 配套 的 数 十 道 题 ;: 习 题解 个 与 分 析 部 分 不 但 对 上 述 习 题 给 出 了 详细 的 解答 ,而 且 对 一 些 
典型 的 解 题 方 法 做 了 比较 次 入 的 分 析 和 总 结 . 总 计 超 过 500 道 题 , 涵 兰 了 数理 逻辑 、 集 合 论 .图 论 `. 组 合 数 
字数 论 .离散 概率 代数 结构 等 不 同 模块 的 基本 内 容 和 典型 的 解 题 方法 . 

本 书 既 可 以 作为 主教 材 的 配套 教学 用 书 ,也 可 以 单独 使 用 ,为 学 习 离 获 数 学 的 读者 在 解 古 能 力 和 技巧 
的 训练 方面 提供 有 益 的 帮助 。 
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作为 清华 大 学 出 版 社 的 21 世纪 大 学 本 科 计 算 机 专业 系列 教材 之 一 ,《 离 散 数 学 习题 解 
答 与 学 习 指导 (第 2 版 ) 已 经 出 版 5 年 了 .在 这 5 年 里 ,一 些 新 的 教育 理念 .教学 模式 不 断 提 
出 并 加 以 实践 ,其 中 最 重要 的 是 “计算 思维 (computational thinking)” 和 “大 规模 开放 式 在 线 
课程 (massive open online course, MOOC)”. 计算 思维 是 数学 思维 与 工程 思维 的 互补 与 融 
合 , 不 但 是 从 事 计 算 机 科学 技术 工作 的 人 所 需要 的 专业 素质 ,也 对 其 他 学 科 的 发 展 产 生 了 深 
远 的 影响 ,计算 思维 的 培养 已 经 成 为 大 学 计算 机 专业 的 重要 目标 之 一 . MOOC 教学 模式 近 
年 来 在 国外 迅速 增长 ,已 经 产生 了 巨大 的 影响 ;国内 也 把 教学 货源 共享 列 人 国家 计划 并 给 予 
了 大 力 文 持 . 这 些 新 的 教育 理念 和 教学 模式 对 教材 的 修订 有 着 重要 的 影响 . 

离散 数学 古人 研究 离散 结构 及 其 性 质 的 学 科 , 大 量 用 于 计算 机 系统 及 其 应 用 领域 的 建 模 
及 分 析 . 离 敬 数学 对 培养 计算 思维 起 着 重要 的 作用 ,不 但 被 列 人 计算 机 专业 的 核心 课程 ,而 
且 近 年 来 电子 工程 ,经 济 学 等 专业 领域 也 开始 在 教学 中 加 入 一 些 离散 数学 的 内 容 ， 如 何在 
离散 系统 建 模 中 体现 计算 思维 是 本 教材 修订 的 指导 思想 . 本 着 对 读者 负责 的 精神 ,我 们 在 
这 次 修订 中 认真 地 审阅 了 原 书 , 对 其 中 的 部 分 内 容 做 了 调整 ,更 正 了 采 些 错误 和 牙 漏 之 处 ， 
并 对 文字 做 了 进一步 的 精细 加 工 ， 主 教材 的 更 新 说 明 如 下 : 

对 第 1 前 “数学 语言 与 证 明 方 法 ”做 了 部 分 重 写 ,对 重要 的 数学 证 明 方法 进行 了 分 类 和 
较 详 细 的 阐述 ,补充 了 有 关 递 归 定 义 的 内 容 . 第 5 章 补 充 了 关系 与 图 数 在 数据 库 及 软件 工 
程 建 模 中 的 应 用 实例 . 第 6 章 增 加 了 二 部 网 的 匹配 .看 色 和 四 色 定 理 . 第 7 章 删除 了 基本 回 
路 与 基本 割 集 系统 第 10 曹 对 递 推 方程 在 算法 设计 与 分 析 中 的 应 用 加 以 补充 . 

与 主教 材 配 套 , 本 教学 辅助 用 书 也 对 上 述 内 容 做 了 同步 更 新 . 

为 了 提高 本 书 的 质量 ,欢迎 大 家 批评 指正 . 对 广大 读者 的 建议 和 意见 ,我 们 表示 衷心 的 
感谢 ! 


作 者 
2013 年 8 月 于 北京 大 学 


作为 清华 大 学 出 版 社 和 中 国 计 算 机 学 会 共同 规划 的 “21 世纪 大 学 本 科 计 算 机 专业 系列 
教材 "之 一 ,这 本 (离散 数学 习题 解答 与 学 习 指 导 ) 已 经 出 版 两 年 了 . 在 这 两 年 的 时 间 里 ,教育 
部 推出 了 一 系列 为 提高 高 等 学 校本 科 生 教育 质量 的 重要 举措 . 特别 是 今年 年 初 发 布 的 (教育 
部 .财政 部 关于 实施 高 等 学 校本 科教 学 质量 与 教学 改革 工程 的 意见 》( 教 高 [2007]1 号 ) 和 
(教育 部 关于 进一步 深化 本 科教 学 改革 ,全 面 提 高 教学 质量 的 若干 意见 》( 教 高 [2007]2 号 )， 
对 专业 设置 教学 模式 .课程 建设 .师资 队伍 等 各 个 方面 不 但 提出 了 更 高 的 建设 目标 ,也 为 保 
证 这 一 工程 的 顺利 执行 提供 了 有 力 的 保证 . 

好 的 教师 和 好 的 教材 是 保证 教学 质量 的 前 提 条 件 . 本 着 对 读者 负责 的 精神 ,我 们 在 这 次 
修订 工作 中 认真 地 审阅 了 原 书 ,根据 教学 要 求 对 其 中 的 部 分 内 容 做 了 调整 ,更 正 了 某 些 错误 
和 玻 漏 之 处 ,并 对 文字 做 了 进一步 的 加 工 . 内 容 上 主要 做 了 如 下 改动 

与 主教 材 配套 ,去 掉 了 数理 逻辑 中 有 关 *“ 一 阶 罗 辑 推理 理论 ”的 内 容 . 主要 原因 是 : 这 部 
分 内 容 涉及 形式 系统 . 形式 系统 在 系统 定义 和 推理 中 应 该 采用 完全 形式 化 的 方法 ,通常 包含 
形式 语言 以 及 用 形式 语言 表述 的 公理 和 推理 规则 . 在 形式 系统 中 ,符号 串 本 身 是 没有 语义 
的 ,只 能 通过 解释 赋予 它们 一 定 的 语义 ,但 在 讨论 系统 的 公理 或 推理 规则 时 应 该 与 语义 无 
关 . 本 书 在 第 1 版 的 叙述 中 没有 完全 采用 这 种 形式 化 的 方法 . 如 果 从 知识 体系 的 严谨 性 出 
发 ,应 该 采用 这 种 完全 形式 化 的 表述 方法 .但 是 ,这 不 但 与 本 书 的 整体 写作 风格 不 够 协调 ,而 
且 内 容 也 偏 深 , 超 出 本 教材 的 要 求 ,因此 本 次 修订 决定 删 掉 这 部 分 内 容 . 

为 了 进一步 提高 本 书 的 质量 ,我 们 县 切 地 欢迎 读者 继续 提出 建议 和 意见 . 


作 者 
2007 年 11 月 于 北 系 大 学 


离散 数学 是 研究 离散 量 的 结构 及 其 相互 关系 的 数学 学 科 . 美国 ACM 和 IEEE 
Computing Curricula 2005(CC2005) 与 我 国教 育 部 高 教 司 主持 评审 的 (中 国 计 算 机 科学 与 
技术 学 科教 程 2002》(CCC2002) 都 把 离散 数学 列 为 计算 机 科学 与 技术 专业 的 核心 课程 通 
过 离散 数学 的 学 习 , 不 但 可 以 使 学 生 擎 握 处 理 离散 结构 的 描述 工具 和 方法 ,为 后 续 诛 程 的 学 
习 创 造 条 件 ,而 且 能 够 提高 学 生 的 数学 素养 , 增 养 抽象 思维 和 严格 的 逻辑 推理 能 力 ,对 将 来 
参与 创新 性 的 研究 和 开发 工作 也 是 非常 有 益 的 . 
离散 数学 具有 数学 类 课程 的 内 容 抽象 .体系 严谨 .逻辑 性 强 .习题 量 大 、 解 题 思路 灵活 多 
变 等 特征 , 除 此 之 外 还 有 它 目 己 的 特点 ,主要 体现 如 下 : 
。 概念 多 ,定理 多 ,知识 点 比较 散 ,概念 容易 混 消 ,不 太 容 易 千 握 知 识 点 之 间 的 内 在 联 
系 与 知识 体系 . 
。 数理 逮 辑 .集合 论 .图 论 .组 合 数学 .数论 .离散 概率 .代数 结构 等 各 部 分 内 容 分 别 来 
日 不 同 的 数学 分 支 , 所 采用 的 数学 模型 和 处 理 方法 差别 较 大 ,特别 是 解 题 的 思路 和 
技巧 有 痢 明 显 的 区 别 . 
。 在 学 习 中 要 用 到 初等 数学 . 微 积 分 、 线 性 代数 等 多 门 诗 程 中 的 相关 的 概念 与 结 末 . 
。 与 计算 机 专业 的 其 他 课程 ,如 数据 结构 、 编 详 技 术 . 人 工 钞 能、 信息 安全 、 算 法 设计 
与 分 析 数据 库 原理 \ 网 络 技术 等 联系 罕 密 ,应 用 背景 较 强 . 
由 于 这 些 特点 ,初学 者 往往 会 感到 比较 困难 ,特别 是 拿 到 题 日 后 不 知道 如 何 着 手 . 为 了 
带 助 学 生 更 好 地 和 擎 握 这 门 诬 程 ,我 们 在 多 年 教学 实践 和 大 量 习题 资料 积累 的 基础 上 ,编写 了 
这 本 《离散 数学 习题 解答 与 学 习 指 导 》. 
本 书 与 清华 大 学 出 版 社 出 版 的 中 国 计 算 机 学会 "21 世纪 大 学 本 科 计 算 机 专业 系列 教 
材 ”离散 数学 (第 2 版 ))( 主 教材 ) 以 及 配套 的 电子 教案 一 起 构成 了 立体 化 离散 数学 系列 才 
材 ， 全 书 分 为 14 章 ,与 主教 材 中 的 章 对 应 . 每 章 包 含 内 容 提要 .习题 .习题 解答 与 分 析 三 部 
分 ,内容 提 要 总 结 了 本 革 的 主要 定义 .定理 ,公式 、 重 要 的 结果 等 ;习题 部 分 包含 与 上 述 内 容 
配套 的 数 十 道 题 ;习题 解 从 与 分 析 部 分 不 但 对 上 述 习 题 给 出 了 比较 主 细 的 解答 ,而 且 对 一 些 
典型 的 解 题 方法 做 了 比较 深入 的 分 析 和 总 结 .解答 的 习题 (大 题 ) 总 计 超过 500 道 ,涵盖 了 
数理 逻辑 ,集合 论 . 图 论 ,组 合 数学 ,数论 .离散 概率 ,代数 结构 等 各 个 不 同 离散 数学 模块 的 基 
本 内 容 和 典型 的 解 题 方法 ， 全 书 内 容 丰 富 ,概念 清晰 ,讲解 翔实 易 懂 , 通 过 不 同 解法 的 对 比 
与 分 析 ,进一步 加 强 了 解 题 技巧 的 训练 ,同时 本 书 习 题 中 也 选择 了 计算 机 科学 技术 中 的 典型 
应 用 实例 ,以 增加 理论 联系 实际 的 感性 认识 . 
本 书 既 可 以 作为 主教 材 的 配套 教学 用 书 ,也 可 以 单独 使 用 ,为 学 习 离 散 数 学 的 其 他 读者 


高 孝 数 学 习题 解 人 与 学 习 指 时 ( 旬 3 版 ) 


在 解 题 能 力 和 技巧 的 训练 方面 提供 有 益 的 帮助 . 
本 书 的 第 1.2、3、6、7 音 由 耿 素 云 编写 ,第 4、5、.8.9.10.14 章 由 届 婉 玲 编写 ,第 11.12、 
音 由 张 立 昂 编写 . 

在 本 书 编写 过 程 中 参考 了 国内 外 多 种 版 本 的 离散 数学 教材 和 相关 的 文献 资料 ,本 书 的 
出 版 也 得 到 21 世纪 大 学 本 科 计 算 机 专业 系列 教材 编 委 会 与 清华 大 学 出 版 社 的 大 力 帮 助 , 在 
此 表示 衷心 的 谢意 . 由 于 水 平 所 限 , 错 误 和 政 漏 之 处 期 待 着 读者 的 批评 指正 . 
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1.1 内 容 提 要 


1. 常用 的 数学 符号 
。 集合 符号 ; 
运算 符号 ; 

。 逻辑 符 与 . 

2. 集合 及 其 运算 


集合 与 元 素 : 
XEA(zr 是 A 的 元 素 ) .x 《A(z 不 是 A 的 元 素 ). 


N( 自 然 数 集合 ); Z( 整 数 集合 ); 

Z+ ( 正 整 数 集合 ); Q( 有 理 数 集合 ); 
Q*( 非 0 有 理 数 集合 ); R( 实 数 集合 ); 
R*( 非 0 实数 集合 ). 


集合 之 间 的 关系 : 
ACBSOVYr(rEA—>zr EB) 
ACLBOIdr(rEANr EB) 
A=BSOACBABCA 
ACBSOACBAAzB 
ASCBOSOAGBVA=B 

他 ( 空 集 ). 


定理 1.1 空 集 是 一 切 集合 的 子 集 . 
推论 空 集 是 唯一 的 ， 
全 集 全 集 不 是 唯一 的 . 


集合 的 蜡 集 : 
P(A)={zxlr CA} 
定理 1.2 nn 元 集 的 星 集 有 2” 个 元 系 . 


AUB=/‘x|xEAVrxEB) 
A[MB={rx|xrEAArEB) 
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A—B={x|xrEAAMrEB) 

~A 二 {rx|x 儿 A} 一 EF 一 A(E 为 全 集 ) 

ABB=(A—B) U(B—A)=(AUB)—(ANB) 
注意 (1) 以 上 有 些 运 算 可 以 推广 到 多 个 集合 ; 

(2) 可 以 用 文 氏 图 直观 表示 运算 结果 ; 

(3) 若 4AfB= 包 , 则 称 A 与 召 是 不 交 的 . 

基本 集合 恒等式 : 

窜 等 律 AUA=A;A 门 A=A. 

交换 律 A UB=BUA;A( 站 B=B 人 A. 

结合 律 ” (A UB) UC=AU (BUO); 

(ANMB)NMC=ANMNGBNMO). 
分 配 律 AUBNC=(AUB)f(AUO); 
ANMNCGBUC=(ANB) UANO. 

德 摩根 律 绝对 形式 ”~(A UB) 一 ~A 门 ~B; 

~(ANMB)=~AU~B. 

德 摩根 律 相对 形式 A 一 (BUC)==(A 一 B) 门 (A 一 0); 

A—(BNMC)=(A—B) U (A—OC). 
吸收 律 。 A U(ANMmB)=A;A 站 (A UB)=A. 

零 律 A UE=E;A 门 ==. 

同一 律 AUSL=A;A 首 EFE=A. 

排 中 律 AU~A=E. 

矛盾 律 A 人 一 A= 忆 . 

余 补 律 ” 一 包 = 民 ;一 下 一 忆 . 

双重 否定 律 ~(~A)==A. 

补 交 转换 律 A 一 B= 二 A 门 ~B. 

对 称 差 由 运算 满足 : 

交换 律 4A 引 B=B 介 4. 

结合 律 ”A 甸 (B 甸 C0)==(A 甸 B) 甸 C. 

门 对 外 分 配 律 ANn(B8 名 0)=(ANBJBCANO. 
ADY=A;AODE=~A; 
ADA=O;AOD~A=E. 

3. 证明 万 法 概述 

证 明 推 理 A>B 正确 的 方法 ， 

直接 证 明 法 ”由 A 为 真 ,证 明 B 为 真 . 

间接 证 明 法 ”证明 一 B 一 一 A 为 真 ( 从 而 A 一 B 为 直 ). 

归 廖 法 (也 称 反 证 法 ) ”和 欲 证 B 为 丰 . 硅 B 为 假 ,能 推出 予 盾 ,从 而 证 明 B 为 真 . 间接 证 

明 法 也 是 特殊 的 归 诬 法 . 
分 情况 证 明 法 ( 穷 举 法 ) 和 欲 证 (A,V As V…V Ai) 习 B 为 真 ,只 需 证 明 (Al 一 B)， 
(4 一 B)，…，,(A > 也 ) 均 为 真 . 
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构造 性 证 明 法 右 A 为 芮 ,能 构造 出 召 来 ,从 而 证 明了 A 一 B 为 丰 . 

前 件 假 证 明 法 ”者 能 证 明 A 为 假 , 从 而 证 明了 AB 为 其. 

后 件 真 证 明 法 (平凡 证 明 法 ) ” 厂 能 证 明 B 为 真 ,从 而 证 明了 A 一 B 为 页. 

数字 归纳 法 

第 一 数学 归纳 法 的 步骤 : 

(1) 归纳 基础 : 证 明 PCzm )(z 亿 0) 为 真 ; 

(2) 归纳 步骤 VazGO EN An 宇 no), Pn) 为 真 ,证 明 P(n 十 1) 为 页 . 

第 二 数学 归纳 法 的 步骤 : 

(1) 归纳 基础 : 证 明 P(n) 为 真 ; 

(2) 上 归纳 步骤 ，VazG EN An 宇 nn0), POm),POmw 十 1),…,P(n) 均 为 真 ,能 证 明 
P(n 十 1) 为 页 ， 

雇 误 的 证 明 方 法 ”人 誉 反例 . 

递归 定义 ( 归 内 定义 ) 用 目 身 定义 自身. 


1.2 习 远 


1.1 用 列举 法 表示 下 列 各 集合 . 

(1) {Xxx 是 方程 2x: 十 3x 一 2 二 0 的 根 }. 
(2) {zx|z 是 方程 x* 一 2x 十 5 二 0 的 实 根 }. 
(3) {zx|x 是 完全 数 和信 5 夺 x 夺 10). 

(4) {zlz 是 整数 人 x 二 3}. 

(5) {zx|z 是 空 集 }. 

1.2 用 描述 法 表示 下 列 各 集合 . 
【让 
人 
人 

(4) 他. 

1.3 判断 下 列 每 组 的 两 个 集合 是 否 相等 . 
(1 A ll D9) ssB 411135). 

(2) A=@2 ,B={2). 

(3) A 二 名 ,B= 二 {rx|zx 是 有 理 数 并 有 旦 是 无 理 数 }. 
(4) A={1,2,@8},B={{2},2,1). 

1.4 判断 下 列 命 题 是 否 为 真 ， 

(1) 8 CY. 

(2) YZ C8. 

(3) BZ €Y. 

(4) GS €E {YG}. 

(5) ZG C1{2}. 

(6) {GB} C8. 
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(DD {2B} ELD). 

1.5 设 4A 为 任意 集合 ,判断 下 列 命题 是 否 为 真 . 
(1) & EP(A). 

(2) BG CEP(A). 

(3) {2} EP(A). 

(4) {OG} CP(A). 

(5) {2} EP(P(A)). 

(6) {2 ,{@2}} CP(P(A)). 

1.6 求 下 列 集合 中 的 元 系 个 数 . 

(1) {xr|x EZA—3<7r<2). 

(2) 4zlzENAz 是 偶 素 数 )， 

(3) {TI|xENAz 是 奇数 人 x 是 偶数 }. 

(4) {2 ,{2 , {BG}}}. 
(5) {{{@)}}. 

(6) P(A),A= {2 ,{Y)}}. 

1.7 设 A={a,2,(3},4},B 二 {{a),4,3,1}). 判断 下 列 命题 是 否 为 真 . 
(1) CEGA. 


(7) (a,{3},4} CA. 

(8) {a,{(3},4} CB. 

(9) 8 COA. 

(10) ZB C{{a}} SB. 

a 

1.9 pe , 试 求 出 A 的 全 部 2 元 子 集 . 

1.10 设 A={ 名 ,a), 求 出 A 的 全 部 子 集 . 

1.11 pi 

(1) @. 

(327 4 100, 

DD 

Rs 

1.12 设 全 集 FF=={1,2,3,4,5,6) ,其 子 集 A= 二 {1,4},B 二 {1,2,5},C 二 {2,4})., 求 下 列 
集合 ， 

(1) AN~B. 

(2) (A NB)U~C. 

(3) ~(A NB). 
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(4) P(A) (1P(B). 
(5) P(A) (| ~P(B). 
1.13 ”和 画 出 下 列 集合 的 文 氏 图 . 
(1) APGCBUC)， 
(2) 一 A 站 一 了 人 一 C， 
(3) (A—(BUC)) UCGBUC) 一 A)， 
1.14 设 A={@},B={1,2}, 求 P(A)@P(B). 
1.15 设 ACBACCD, 证 明 AUCCBUD. 
1.16 设 ACBACCD,AUCCBUD 一 定 为 真 吗 ? 
1.17 设 A,B 为 两 个 集合 ,已 知 ACB,BCA 可 能 吗 ? 为 什么 ? 
1.18 试 确定 下 列 集合 之 间 的 包含 或 属于 关系 ， 
A={x|x ERAzx>0 Axr:=4). 
(ZrzERAzz 一 5z 十 6 一 0)， 
={{z}lzENAz 为 偶数 }， 
=—{{2},{4),{3},2,3}. 
1.19 对 于 题 1. 18 中 的 A,B,C,D, 计 算 .: 
(1) AUBUD. 
(2) ANBNMD. 
(3) 4 中 有 . 
(4) (4 人 1B) 中 人 . 
(5) AWC. 
1. 20 0 是 北大 文科 学 生 }; 
{x|z 是 北大 理科 学 生 }; 
” 工 夏 欢 看 小 说 》; 
D 二 {x|z 喜欢 数学 }. 
已 知 : pba , 试 确定 A,B,C,D 之 间 的 
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包含 大 系 . 


1 1 设 A;= 王 (1,2，…z 一 1,2,…，, 求 ， 
(1) [Ja;. 

i 一 1 
(2) 人 14，;. 

i 一 ] 


1.22 设 A=( 人 ii 十 1 十 2 一 1,2,…, 求 ， 


(D UA: 


i=1 


(2) Na. 
1.23 下 列 集合 中 ,哪些 是 en 
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人 (3 U1? D={x|xERAxr’—77x+12=0} 
J 4} F='3,4,4} 
={4,2 ,2 ,3) 
1.24 设 全 集 是 某 中 学 全 体 学 生 集合 , 它 的 子 集 为 : 
A 二 {x|x 是 男生 ); 


B= 二 {xlz 是 初 三 学 生 )}; 

C= 二 {rx|z 是 科普 队员 ). 

用 描述 法 表示 下 面 集合 . 

(1) ~C. 

(2) ANMNBNM~C. 

(3) ~AfN~BNC. 

1.25 设 和 A 为 任 一 集合 ,证 明 .:; {2,{2)}} EP(P(P(A))). 

1.26 设 A,B,C 为 3 个 集合 ,证 明 ， 

(1) 若 ACBABCC, 则 ACC. 

(2) 若 AEBABCC, 则 A EC. 

1.27 设 A,B,C 为 3 个 集合 ,已 知 (A 门 C) 和 (BN 门 0O),(4AN 门 ~C)C0GBN~O0), 证 
明 , A 生 B. 

1.28 设 A,B 为 集合 ,证 明 :; A 站 (8B 一 A)= 二 2. 

1.29 设 A,B 为 集合 ,证 明 . (A 站 B) U (A 一 B)=A. 

1.30 ”用 下 接 证 明 法 证 明 ., 大 对 于 任意 的 集合 B, 均 有 AUB=B, 则 A= 2. 

1.31 用 归 诬 法 证 明 题 1. 30 中 的 命题 . 

1. 32 ”化 简 下 列 集合 表达 式 . 

(1) (CA UB) NB)— AUB). 

(2) ((AUBUO—(BUC))UA. 

(3) (B—(ANMC) UANBNMO). 

1. 33 ”化 简 下 列 集合 表达 式 . 

(1) (A NB) UA—B). 

(2) (A U (B—A))—B. 

(3) ((A—B)—0C) UAm—B)NO UANMNB—O UANBNMO. 

(4) (ANBNO UAN~BNOCO UC~ANBNO. 

1.34 定理 1.1 的 推论 改写 为 :“ 知 多 1 ,名 : 是 任意 两 个 空 集 , 则 多 1 二名,”, 试 用 直接 
证 明 法 与 间接 证 明 法 证 明之 ， 

1.35 用 数学 归纳 法 证 明 : 在 Al ,A;,…,A, 为 某 全 集 的 子 集 , 则 : 


~ (NA 尾 Uc A 
1.36 设 Ai,A,,…,A,,B 为 集合 ， 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
1.37 用 数学 归纳 法 证 明 : Yn EN ， 


1? p92 onl) (enT1) 
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1.38 用 数学 归纳 法 证 明 : Yn EN ， 
| 二 站 we 全 [2 | 


1.39 ”用 数学 归纳 法 证 明 ; Vn EN ,3|(x 一 nn). 
1.40 ”递归 定义 a,,nEN 如 下 : 
an 一 ] 
x+ 一 20, 十] nEN 
通过 观察 给 出 a 的 值 , 并 证 明之 . 
1.41 递归 定义 集合 A 如 下 : 
(1) 3€Ah, 
(DA My CA 
(3) 只 有 有 限 次 应 用 (1) 和 (2) 得 到 的 数 属于 A. 
试用 质 述 法 表示 A. 
1.42 递归 定义 集合 B 如下: 
(1) jE B, 
(2) 在 7EB, 则 (x) EAh， 
(3) 看 zyEB, 则 (zy)EA， 
(4) 只 有 有 限 次 应 用 (1) 一 (3) 得 到 的 符号 串 属于 B. 
问 下 述 符号 串 是 否 属于 B: 
(1) ((( ))( )) 
(2) (( )( )) 
(3) ( )() 
(4) (( )( ))) 
(B57 CU YC DE 
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1.3 习题 解答 与 分 析 


1.1 设 本 题 中 的 5 个 集合 分 别 为 A、.B、C.D、E, 它 们 的 列举 法 表示 为 : 

(GD 4 一 { 豆 ,一 中 .只 需求 出 给 定 方程 2z? 十 3z 一 2 一 0 的 两 个 根 也 和 一 2 即 可 

(2) B= 二 多 .只 需 注意 到 方程 x? 一 2x 十 5 二 0 的 判别 式 ( 一 2)?* 一 4X1X5== 一 16 过 0, 因 
而 无 实 根 . 

(3) C 二 (6}. 只 需 注意 到 完全 数 的 定义 : 目 然 数 n(n 宇 1) 为 完全 数 仿 n 等 于 除 本 里 以 
外 的 所 有 因子 之 和 . 在 5~10 中 ,只 有 6=1 十 2 十 3, 是 完全 数 , 其 他 都 不 是 完全 数 . 

(4) D= 8. 

(5) E= {2}. 

注意 ”本题 中 B=D= 马 ,这 正 说 明 空 集 有 不 同 的 描述 方法 ,但 空 集 是 唯一 的 . 

1.2 设 本 题 中 的 4 个 集合 分 别 为 A、B、C、D, 则 

(1) A 二 {x|x 是 最 后 3 个 喘 文 字母 之 一 )， 
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(2) B= 二 {x|xEZA|zx| 三 3),Z 为 整数 集 . 

(3) C 二 {rx|x 为 空 集 或 以 空 集 为 元 素 的 单元 集 }. 

(4) D=(zEZAz 十 2 一 0)}， 

注意 A、B.C.D 的 表示 法 都 不 是 唯一 的 ,特别 是 D 可 以 有 多 种 不 同 的 表示 法 . 

1.3 (1) A 二 B. 只 需 注 意 在 朴素 集合 论 中 ,集合 中 的 元 系 互 不 相同 ,并 且 不 讲 顺序 . 

(2) 4A 和 有 B. 注意 到 A 中 无 元 素 ,而 了 中 有 一 个 元 素 包 . 

(3) A 二 B. 注意 ,B 也 是 2. 

(4) A 取 B. 注意 ,A 中 的 元 素 包 FB,B 中 的 元 素 { 纪 ) KA. 

1.4 (1)、(4)、(5) 为 真 ,其 余 的 均 为 假 . 

分 析 解 本 题 要 注意 以 下 两 点 : 

Q 空 集 名 是 一 切 集 合 的 子 集 , 并 且 名 是 唯一 的 ; 

严格 区 分 集合 之 间 的 包含 关系 以 及 元 素 与 集合 的 属于 关系 . 

由 岂可 知 (1)、(5) 为 大, 而 (2) 为 假 ， 由 外 可 知 (4) 为 其 ,而 (3)、(6)、(7) 为 假 . 

1.5 只 有 (3) 为 假 ,其 余 的 全 为 真 . 

分 析 ”和解 本 题 主 要 应 用 以 下 定理 或 定义 : 

Q) 空 集 多 是 任何 集合 的 子 集 ; 

集合 寡 集 的 定义 ; P(A)=={x|xCA},P(P(A))=={x|xCP(A)); 

3) 子 集 的 定义 ; ACBSVYr(rEA—>zxr 5B). 

由 与 @ 可 知 ,Z 和 A 二 EP(A), 因 而 (1) 为 真 ; 

因为 P(A) 为 集合 和 中 可 知 , 马 SP(A) ,因而 (2) 为 真 ; 

因为 多 EP(A) 和 名 可知,( 名 )}CP(A), 因 而 (4) 为 其 ; 

由 于 多 € P(A) 各 可 知 ,{ 包 ) 为 P(A) 的 1 元 子 集 , 所 以 {人 GB}EP(P(A)), 故 (5) 为 真 ; 

由 @ 和 (5) 可 知 ,{ 名 ,{ 名 )} CP(P(A)), 所 以 (6) 为 真 . 

对 于 全 05 rq 当 A 中 含 元 素 记 时 , (3) 为 真 ,例如 A= {名 ,a}), 则 
P(A)= 二 {名 ,{ 多 }),{a},{ 名 ,a)}), 所 以 {名 } EP(A). 而 当 A 中 不 含 久 时 ,如 和 A= {a,b) 时 ， 
P(A)={2,{a}, , 机 0}} ,此 时 {名 } P(A), 因 而 { 纪 } EP(A) 为 假 . 由 以 上 讨论 可 知 ， 
(3) 中 命题 为 假 . 

1.6 记 (1)~(6) 中 集合 分 别 为 A.B.C.D.E、F, 只 需 将 它们 中 的 元 素 均 写 出 来 即 可 得 
到 答案 . 


ss 
| 


={2 ,18 ,18}}},1D|=2 
{{{ 多 }}},|E|=1 
={@,{G}),({G)} ,GG}}}, IF|=4 
1.7 (1)、(4)、(5)、(7)、(9)、(10) 为 真 ,(2)、(3)、(6)、(8) 为 假 . 
1.8 ACB 时 ,A 攻 B 不 一 定 为 真 . 
当 A 中 元 系 都 在 B 中 ,并 且 A 也 在 日 中 时 ,ASB 且 AEB. 例如 ,A= {a,b},B= 
(aocydta ,此 时 ASCB 且 AEB. 
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当 A 中 元 素 都 在 B 中 ,但 A 不 在 B 中 时 ,ACB, 而 A 儿 B. 例 如 ,A=={C ,a,b,c) ,B= 
{{B}, 名 ,abc,d,e}) ,此 时 ,ACB,A GB. 
1.9 由 于 |A|= 王 4, 所 以 A 的 2 元 子 集 共 有 G4 个 ,它们 是 {1,2)}、{1,3)、{1,4})、 
(12,3}、42,4;、13,4}. 
1.10 A 二 {名 ,a) 为 2 元 集 , 因 而 A 共有 2 = 二 4 个子 集 ， 
0 元 子 集 1 个 : 2，; 
re 
2 元 子 集 1 个 : {2 ,a}==A. 
1.11 设 (1)~(4) 中 集合 分 别 为 A.B、C、D, 注 意 DD 一 {2,2,2,3} 二 {2,3), 则 
人 
P(B) 王 (条 ,人 (人 (teb) (人 1 (ay 2 
(OAD ON (D1) 
a 


PD 
1.12 严格 按 定义 求解 本 题 . 
(1) ~ 了 B=(3,4,6),A 门 一 B 王 14)}， 
(2) ~C={1,3,5,6},A B={1); 
(ANB)U~C={1,3,5,6)}. 
(3) A(1B={1}, 所 以 ,~(A [lB)={2,3,4,5,6}). 
(4) P(A)={2,{1},{4}),{1,4}}; 
POG (T}, (2) {5} (12} {1.05} {25}, 11,255)}s 
P(A) NP(B)={8 ,1{1}}. 
(5) ~P(B)=P(E)—P(B), 而 |P(E)|=2°=64,|1P(B)|=2=8, 于 是 |~~P(B)|= 
64 一 8 二 56， 因 而 求 ~~P(B) 工 作 量 太 大 了 ,但 也 可 以 不 求 ~P(B) ,就 能 求 出 P(A) 门 ~~P(B). 
因为 P(A)=={@,{1}),{4},{1,4}), 所 以 P(A) 门 ~~P(B) 中 至 多 有 4 个 元 素 , 但 因 
P(B) 中 含 多 和 {1}), 所 以 ~~P(B) 中 不 含 多 和 {1}) ,因而 P(A) 门 ~~P(B) 不 可 能 售 凡 和 (1) ,又 
因为 4FEB, 所 以 {4},{1,4} 都 久 P(B), 故 {4} E~P(B),{1,4} €E~P(B), 所 以 
P(A)NMN~P(B)={{4}),{1,4})} 
1.13 (DANGBUC) 的 文 氏 图 为 图 1.1(a) 中 的 阴影 部 分 所 示 . 
(2) ~A4fi~Bfi~C=~(AUBUC) ,其 文 氏 图 为 图 1.1(b) 中 的 阴影 部 分 所 示 . 
(3) (A 一 (BUO)UCBUO 一 A)=ADB(BUC), 其 文 氏 图 为 图 1.1(c) 中 的 阴影 部 分 
所 示 . 


地 一 洪 
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观察 图 1. 1 ,不 难 发 现 , 图 1.1(a) 与 图 1.1(c) 图 中 阴影 部 分 所 表示 的 集合 之 并 为 AU 
BUC. 又 图 1.1(a)、 图 1.1(b) 和 图 1.1(c) 图 中 阴影 部 分 之 并 为 全 集 E. 以 上 的 观察 结果 都 
是 正确 的 ,证 明 如 下 . 
(1) 与 (3) 中 集合 之 并 为 
(AN(BUO) UA — (BUCO UBUOC—A) 
二 (ANMn(BUCD)UAUN~(BUO)UCUBUO 站 ~~A)  ( 补 交 转换 律 ) 


=(AN((BUOCOU~GBUOD UBUON~A) (分 配 律 ) 
=(ANE) UBUO) NN~A) ( 排 中 律 (E 为 全 集 )) 
=AU(BUON~A) (同一 律 ) 
=(AUBUO) NAU~A) (分 配 律 ) 
~(AUBUONME ( 排 中 律 ) 
=AUBUC (同一 律 ) 
(1) (2)、(3) 中 集合 之 并 为 

(AUBUOCOU(~ANMN~BN~O) 
=(AUBUCU~(AUBUO=E ( 德 摩根 律 . 排 中 律 ) 


通过 以 上 的 演算 ,说 明 对 文 氏 图 的 观察 结论 是 正确 的 . 
1.14 A={@B},P(A)={G,{B}},B={1,2},P(B)==(G,(1),{2),{1,2}), 于 是 
P(A)DP(B)={{@},{1},{(2},{1,2)} 
1.15 用 包含 关系 及 并 集 的 定义 证 明 . 
Vs EC(AUO) 
STEAVIEC 
二 7EBVxXED (因为 ACBACCD) 
OrE(BUD) 
所 以 AUCCBUD. 
1.16 当 ACBACCD 时 ,A UCCBUD 不 一 定 为 真 ,也 就 是 说 , 当 A 与 C 分 别 为 B 
和 DD 的 真子 集 时 ,A UC 不 一 定 是 B UD 的 真子 集 ， 举 反 例如 下 : 
取 A=(zlzENA 人 rz 为 奇数 ) ,CTzl EN 入 xz 为 偶数 ) ,并 取 B=D=N, 则 4ACBA 
CCD, 可 是 AUC=BUD=N, 其 中 N 为 自然 数 集合 . 
右 改 为 : 
设 ACBACCD, 则 A UCCB UD, 则 命题 为 真 . 
1.17 不 可 能 . 假 看 BCA, 则 存在 xE€AAx&FB, 这 与 ACB 了 矛盾 . 
1.18 解 本 题 只 需 用 列举 法 与 出 各 集合 ,就 容易 找 出 集合 之 间 的 包含 与 属于 关系 . 
A 王 (2);8B 王 (2,3)}3C 一 (人 0) 12》 (4 和) 万 一 (人 2) 人 (4 入 (3) 2,3). 易 知 ,ACBCD， 
AEC,AED. 
1.19 (1) AUBUD={{2}),{3},{(4},2,3}=D; 
(2) A (IBID={2}=A; 
(3) ADB= {3}; 
(4) (A J {2}CD{2}= 2; 
(5) ADC= {2, pn …)} 一 AUC. 
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1.20 ACC,BCOD. 


地 一 江 


1.21 (1) (JA;= A, = {1,2,.…,n). 
it 一 


(2) {|A; = A = {1}. 
i 一 1 


分 析 Ai 一 (1,2, 2) ,i 二 1,2,… ,是 一 个 单调 增 的 集合 列 ,Al1CA,C…, 所 以 
(Ja; > A,， (14， BB A 
i 二 1 i=] 
并 且 【A; 二 {1,2,…} 二 N 一 {0} ,N 为 自然 数 集合 . 而 门 4 = 4 = {1). 
i 二 1 ti 一】 
1.22 (1) (J)A;=Ai={1,2,.…}=N—{0}. 
it 二] 


(2) | 14;=A4,= ‘nen 十 1,** {rx|x EN Arzr=n)}. 
分 析 Ai 一 (十 1 十 2,…) ,i 二 1,2,… 是 单调 减 的 集合 列 , 所 以 


(A;=A,, 门 4=4， 
并 且 
【jA;=A1， 而 {1A:=8 

i 

分 析 只 需要 注意 : 对 于 任意 集合 A, 均 有 AU==A, 集 合 中 元 素 互 不 相同 ,并 且 不 讲 
顺序 . 

1.24 (1) ~~C 二 {x|z 不 是 科普 队员 }. 

(2) ANBN~C=={zx|z 是 初 三 男生 ,但 不 是 科普 队员 }. 

(3) ~~ANn~BNC={zx|z 是 女 科 普 队 员 , 但 不 是 初 三 学 生 }. 

1.25 根据 定理 1.1( 空 集 是 一 切 集合 的 子 集 ) 及 略 集 的 定义 证 明 本 题 . 

由 定理 1.1, 得 

GETAAMYGTCP(A) 
SG EP(A) A YG EP(P(A)) 
=>{G}EP(P(A)) \Y EP(P(A)) 
=>{2,{2}} EP(P(P(A))) 

分 析 或 提示 A 与 P(A) 都 是 集合 ,由 于 多 是 一 切 集合 的 子 集 , 所 以 式 只 成立， 由 略 集 
的 定义 可 知 , 式 中 与 式 @ 互 为 充 要 条 件 . 由 名 EP(A), 因 而 由 多 构成 的 单元 集 {名 ) 为 P(A) 
的 短 集 P(P(A)) 的 元 素 , 即 {人 ) EP(P(A)), 所 以 式 晤 成 立 ， 由 式 名 成 立 , 可 知 {人 如}, 名 构 
成 的 2 元 集 {名 ,{ 名 )} 为 P(P(A)) 的 星 集 P(P(P(A))) 的 元 素 , 即 {人 2,{B)} E€ P(P(P 
(4))) , 故 式 由 成 立 , 

其 实 下 面 命题 为 真 : 


命题 设 A 为 任意 的 集合 , 则 {D ,2}} EP(PC… (P(A)). .) ) ,上 二 3. 


eee 
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证 明 由 OEP(A), 有 {COO} EP(P(A)). 又 及 OEP(P(A)), 从 而 1O, {CO}))} 
P(P(P(A))). 
一 般 地 ,由 略 集 定义 ， GT Add ‘(P(A)):: )), 故 {(O} EP(P(…(P (P(A)).…)). 


一 2 个 > 
根据 需 集 定义 ， Pd (P(A))…)) ,从 而 { 人 ， er ‘(P(A)).…)). 
有 一 本 ” 
1.26 用 包含 关系 的 定义 证 明 . 
(1) Vx 
TEA 和 rEB (因为 A 和 CB) 
-> 和 CC (因为 BCO) 
所 以 ACC. 


(2) BCCEOVYr(rEB—>rEC), 而 A EB,WWU AEC. 
分 析 (1) 中 命题 说 明 集 合 之 间 的 包含 关系 具有 传递 
1.27 方法 1 VzEA, 分 两 种 情况 讨论 . 
(1) xEC, 此 时 ,zEATfIC. 由 A[(IC CBIIC, 有 xEBIIC. 从 而 zxEB. 
(2) TEC. 此 时 ,EAM 门 ~C. 由 AM~C CBN~C, 有 xEBNM~C, 从 而 xXxEB. 
总 之 ,都 有 x EB. 得 证 ASB. 
方法 2 A=AN(CU~O) 
=(A[{IC)U(AN~O) 
CB{IO UB ~O) 
=B | (CU~O) 
=B 
1.28 方法 1 归 诬 法 . 假设 ANMnm(B 一 A) 关 人 QO, 则 存在 x, 使 得 x€EAN 门 (B 一 A). 于 
是 ,TEA 有 TEB 一 A. 由 zxzEB 一 A, 有 LE&A 从 而 zxEA 上 日 zxEA, 巴 盾 . 所 以 , 必 有 
ANM(B—A)=C. 
方法 2 直接 证 明 法 (进行 集合 演算 ). 
4A 站 (CB 一 4) 
一 Ah 站 GBP 一 A)  ( 补 交 转换 律 ) 
二 (A 门 ~A) 门 B (交换 律 .结合 律 ) 
= {|B 
= 
1.29 可 用 多 种 方法 证 明 本 题 . 
(A (IB) U (A—B) 
二 (A 门 B)U(AN 门 ~B) ( 补 交 转 换 律 ) 


=AN(GBU~B) (分 配 律 ) 
ANME (下 为 全 集 . 排 中 律 ) 
一 A (同一 律 ) 


方法 2 用 定义 证 明 . 
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yzECAnB)UCA-B), 有 xzEAnmB 或 zxEA 一 B. 对 这 两 种 情况 都 有 x E A, 得 证 
(ANMB) UA—B) SA. 

反之, Yr EA, 分 两 种 情况 讨论 . 

(1) x EB. 此 时 ,xz EA[1B. 当然 及 ECA[1B) UA 一 B). 

(2) zxEB. 此 时 ,x EA 一 B. 也 有 xE(A[1B) UA 一 B). 
得 证 AC(C(AN 闪 mB)U(A 一 B). 所 以 ,(A 门 B) U (A 一 B)=A. 

1.30 取 B=, 则 有 AUY=. 得 证 A=. 

1.31 用 归 诬 法 证 明 1. 30 题 . 

假设 A 关 名 , 取 B= 名 , 则 A UB=A 关 名 = 二 B, 这 与 对 于 任何 集合 B, 均 有 A UB=B 相 
矛盾 ,所 以 原来 命题 为 大. 

分 析 “要 证 明 A->B 为 真 ,只 需 证 明 一 B-> 一 A 为 真 ”, 这 就 是 间接 证 明 法 .“ 而 要 证 明 
A 一 B 为 其 ,只 需 证 明 当 B 为 假 时 ,会 推出 矛盾 来 ”, 这 就 是 归 让 法 . 对 本 题 来 说 ,两 种 证 明 
法 差不多 ,都 是 从 A 关 名 ,找到 特殊 的 B, 使 A UB=B 为 假 . 

1.32 (1) ((AUB)NB)—(AUB) 


击 一 沂 


=B—(AUB) (吸收 律 ) 
BT AUD) ( 补 交 转 换 律 ) 
BH [lB) ( 德 摩根 律 ) 
=(BN~B)N~A (交换 律 .结合 律 ) 
一 人 ( 巴 盾 律 、 零 律 ) 


实际 上 ,由 于 (A UB) 人 门 BCA 了 UB, 可 以 直接 看 出 ((A UB) 人 1B) 一 (A UB)=. 
(2) ((AUBUO—BUCOUA 


=((AUBUONM~GBUO)UA ( 补 交 转换 律 ) 
二 ((ANM~(BUO)UCUBUON~CGBUO))UA (分配 律 ) 
=(ANM~(BUC) UA (矛盾 律 \ 同 一 律 ) 
| (吸收 律 ) 

(3) (B—(ANMCO)UANBNO) 
=(BN~(ANMNCO)UANBNMO) ( 补 区 转换 律 ) 


=(BU(ANMBNMNCY) NC~ANOUANMNBNO) (分 配 律 ) 
一 BN 站 ((~~(ANMNMOUCGNODNC~CAANMO UB)) (吸收 律 、 分 配 律 ) 


=BN(~(ANC)UB) ( 排 中 律 \ 同 一 律 ) 
一 也 (吸收 律 ) 
1.33 (1) (AnmB)U(CA 一 了 B) 
=(ANMB)U(ANM~B) ( 补 交 转换 律 ) 
=A M(BU~B) (分 配 律 ) 
| ( 排 中 律 \ 同 一 律 ) 
(2) 下 面 不 再 注 明 使 用 的 基本 集合 恒等式 ,不 过 读者 阅读 时 一 定 要 在 心里 把 它 补 上 . 
(AU(B—A))—B 


=(AU(BN~A)) NN~B 
=((AUB)NMNMCAU~A)) NMN~B 
一 (AUB) 站 一 B 
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一 (4Afi~BD)UGBIT 一 也 ) 
=A [|~B 
一 A 一 B 
(3) ((A—B)—O UAT—B NOUAANB)— OUAUNBNO 
=((A—B)N~O UA—B) NC UCUANMB)N~CO UANBNO) 
=((A—B)N(~CUO) UANB) NN ~CUO)) 
一 (4 一 B)UCATIB) 
=(4n~B)UCADB) 
一 A 站 (~BUB) 
= 
(4) (ANBNMNO UANMN~BNO UC~ANBNMO) 
=(AN(BU~B) NCO UT~ANMBNO) 
=(ANMC)U~ANBNMO) 
=(AU(~ANMB)) NC 
=((AU~A)NM(AUB)) NC 
一 (4UB)TIC 
1.34 方法 1 直接 证 明 法 . 
由 定理 1. 1 可 知 , 空 集 是 一 切 集合 的 子 集 ， 于 是 ,因为 好 , 是 空 集 , 所 以 Bl1 导 CB;, 又 因 
为 如; 是 空 集 , 所 以 名 ; 忆 久 1. 由 集合 相等 的 定义 可 知 , 儿 1 二 多，. 
方法 2 间接 证 明 法 . 


若 休 ;天 节 :, 则 jz 
CC 僻 日 To 各 2 记 为 et 个 外 


yw 人 GB 且 yEG: 记 为 *@” 
在 由 中 ,zxo E81 与 1 为 空 集 矛 盾 , 在 迟 下 ,yo EE 名;, 这 与 久 ; 为 空 集 矛盾 .所 以 必 有 
G1= 8,. 
1.35 (1) 归纳 基础 : 当 x 一 1 时 ,等 式 目 然 成 立 . 
(2) 归纳 步骤 : 假设 对 n(n 宇 1) 等 式 成 立 , 要 证 对 nn 十 1 等 式 也 成 立 . 事实 上 ， 


?十 1 放 : 
| 14)= 一 ( | 14 NA,n ) 
= { 14;) U 一 Ai ( 德 摩根 律 ) 
(U~A) UU ~A,;， (归纳 假设 ) 

| 
Hr 
1.36 (1) 归纳 基础 : 当 n 二 1 时 ,等 式 自然 成 立 . 
(2) 归纳 步骤 : 假设 对 n(n 三 1) 等 式 成 立 , 要 证 对 nn 十 1 等 式 也 成 立 , 事 实 上 ， 
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于 十 ] 


({ 14;) UB 


(人 Na NA,n ) UB 


地 一 洪 


=(( 门 4) UB) mca UB) (分 配 律 


_ fiCAUB)mCAsaUB) (归纳 假设 ) 


nn 二 1 


[| (A.NMNB) 


1.37 (1) 归纳 基础 : 当 n=1 时 ,一 1 一 人 ,等 式 成 立 


(2) 归纳 步 又: 假设 对 n(n 之 1) 等 式 成 立 , 即 二 十 2 十 … 十 如 二 人 ,下面 
证 明 对 nn 十 1 等 式 也 成 立 , 即 证 明 : 


1 n+1):= (Dnt2) (2nT3) 


6 
由 归纳 假设 可 得 
i + 


12 十 22 十 … 十 诊 十 (2 十 1)2 
6 
b 
6 
6 


1.38 (1) 归纳 基础 : 当 n=1 时 ,一 1 一 1 ,等 式 成 立 . 


十 (Cn 十 1》* 


(2) 归纳 步骤 : 假设 对 n(n 宇 1) 等 式 成 立 , 即 . 
Ltt t= 

下 面 证 明 对 十 1 等 式 也 成 立 , 即 证 明 : 
1 十 2 十 …… 十 四 十 oo 二 D5| 


n(n 二 1) ) 
) | 


| 
2 


归纳 假设 ,二 十 2 十 … 十 避 二 开导】 ,所 
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十 如 十 十 太 十 (a 十 1) 
[tt 
9 


, 
| 十 (2 十 1) 


2 1? 
rt) TO 二 1) 


7 十 1 十 4(n 十 1) 
4 
A 1)* (x 十 4n 十 4) 
4 
_ (7 十 1)* (nd 2)° 
4 


= 
和 2 


1.39 (1) 归纳 基础 : 当 n==1 时 ,因为 310, 所 以 31(1 一 1), 故 结论 成 立 . 
(2) 归纳 步骤 ; 假设 对 n(n 三 1) 结 论 成 立 ,; 即 3| Gi 一 nn) ,下 面 证明 对 nn 十 1 结论 也 成 立 ， 
即 证 明 , 3|((2z 十 1)3 一 (2 十 1)) ,而 


(2 十 17) 一 (2 十 1 ) 
| 
二 四 十 37 十 2n 
一 入 一 7 十 2 十 37 十 2n 
二 (1 一 n) 二 37 十 3n 
一 (x 一 nn) 十 3(Ww 十 n) 
由 归纳 假设 可 知 ,3| (Gz 一) ;又 313( 开 十 nn0) ;所 以 ,31(G 一 nn) 十 3(zw 十 n))， 
HE 
1. 40 ”观察 如 下 : 
ao 二 1 
na =a Tl1=2X%X1T1=3 


qz 二 241 十 1 二 2X(2X1 十 1) 十 1 二 2 十 2 十 1 二 7 
qa3 二 24z 十 1 二 2X (2 十 2 十 1) 十 1 二 3 十 2: 十 2 十 1 二 15 
猜想 
0 一 2 十 2" 十 … 十 2 十 1 一 2 一 1， nEN 
证 明 用 归纳 法 证 明 
归纳 基础 ” 当 n==0 时 ,a 二 2! 一 1 二 1 等 式 成 立 . 
归纳 步骤 ”假设 对 22 过 0) 等 式 成 立 , 即 a 二 2” 一 1. 于 是 ， 
| 
即 对 ”十 1 等 式 成 立 , 得 证 ww 三 2 于 :一 1,2EN 
1.41 不 难看 出 A=(3"|2EZ 上 
1.42 (1),(2),(5) 属 于 B,(3),(4) 不 属于 BB. 
分 析 B 不 可 能 用 列举 法 表示 ,要 用 描述 法 表示 也 十 分 困难 ,而 递归 定义 能 够 很 简捷 、 严 
格 地 给 出 它 的 定义 ,由 此 可 以 看 到 递归 定义 是 一 种 非常 重要 的 定义 方法 ,在 后 面 将 多 次 使 用 . 
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2.1 内 容 提 要 


1. 命题 逻辑 基本 概念 

命题 与 联结 词 : 

命题 与 真 值 ”命题 .命题 的 只 值 、 呐 命题 、 假 命题 .简单 命题 (或 原子 命题 ) 复合 命题 
命题 与 真 值 的 符号 化 ”用 p,qg,r 等 表示 命题 ,用 数字 1 表示 真 ,数字 0 表示 假 . 
联结 词 及 其 符号 化 : 

。“ 非 (或 否定 )” 符 号 化 为 ”, 称 其 为 否定 联络 词 

。“ 并 且 ( 或 与 ) ”符号 化 为 人 , 称 其 为 合 取 联结 词 ; 

。“ 或 ( 相 容 或 ) ”符号 化 为 V , 称 其 为 析 取 联结 词 ; 

。“ 如 采 , 则 ”和 人行 号 化 为 , 称 其 为 蕴涵 联结 词 ，; 

。“ 当 且 仅 当 ? 符 号 化 为 二, 称 其 为 等 价 联结 词 , 

记 S$={”，A,V ,一 ), 称 S 为 芝 用 联络 词 集 , 

基本 复合 命题 : 

。 否定 式 了 -了 p, 了 pp 为 具 当 且 仅 当 p 为 假 ; 

。 合 取 式 p 人 g,p Ad 为 丰 当 有 日 仅 当 p 与 g 同 真 ; 

。 析 取 式 ( 相 容 或 )pVg,pVg 为 假 当 旦 仅 当 p 与 gq 同 假 ; 

。 排斥 或 (上 AnmoV(GnpAo, (CAnoV(CnbDAo) 为 真 当 且 仅 当 沁 与 真 值 相 异 ; 
。 缆 涵 式 p>q,p™g 为 假 当 上 且 仅 当 户 为 真 ,q 为 假 ; 

。 等 价 式 pg,pmg 为 上 当 且 仅 当 p 与 gq 中 值 相 同 . 

复合 命题 基本 复合 命题 ,以 及 多 次 使 用 联结 词 集 S 中 的 联络 词 复合 而 成 的 命题 . 排 


斥 或 可 看 成 非 基本 复合 命题 的 复合 命题 . 


六 


命题 公式 及 其 赋值 : 
命题 弟 项 与 命题 变 项 ”命题 币 项 是 命题 ,命题 变 项 是 取 值 为 0 或 1 的 变量 ,也 用 p,g， 


命题 公式 ”由 命题 变 项 和 联结 词 按 照 一 定 规则 形成 的 公式 ,也 称 合式 公式 或 公式 . 
公式 的 赋值 ”给 公式 中 变 项 指定 真 值 ,成 真 赋值 成 假 赋值 .公式 的 真 值 表 . 
命题 公式 的 类 型 重 言 式 ( 永 真 式 ) .矛盾 式 ( 永 假 式 ) .可 满足 式 . 
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2， 命题 逻辑 等 值 演算 


等 值 式 与 基本 等 值 式 : 
等 值 式 ” 若 A>*B 为 重 言 式 , 记 为 A 合 B, 并 称 A 合 B 为 等 值 式 ， 
基本 的 等 值 式 : 


双重 否定 律 "ASSA. 
早 等 律 AVA 驴 4;A 人 4A 台 4. 
交换 律 AVBSBVA;A BSBAA. 
结合 律 (AV B)VCSAV (BVO); 
(A AB)ACSOAA(BAO. 
分 配 律 AV(BACS(AVB)A(CAVO):; 
AAM(BVOS(AAB)V A AC). 
德 摩根 律 “(AVB) 售 -AA-B; 
"(AAB)S-#6AV-B. 
吸收 律 AV (A 和 \B) 售 A; 
AA(AVB)SOA. 
零 律 AV1S1l;A 0S0. 
同一 律 AV0 舍 A;A A 人 1SA. 
排 中 律 AV 一 A 售 1. 
矛盾 律 A 人 -AS0. 
蕴涵 等 值 式 A 一 B 令 -AVB. 
等 价 等 值 式 4A>B 兮 (4A->B) 人 (B 一 A). 
假 言 易 位 A 一 B 售 -了 B 一 一 A. 
等 价 否 定 等 值 式 ”A=B 售 -A 一 B. 
归 雇 论 (A 一 B) A (A 一 B) 合 -A. 
等 值 演 算 ”由 已 知 的 等 什 式 推演 出 新 的 等 值 式 的 过 程 . 
置换 规则 奉 A 售 B, 则 8(A) 售 @B(B). 
真 值 水 数 7 元 真 值 图 数 下 :; 10, 1 和 (10,1). 任何 含 2 个 命题 变 项 的 公式 4 ,都 与 唯一 
的 一 个 真 值 图 数 等 值 . 若 公式 A 与 B 与 同一 个 真 值 孔 数 等 值 , 则 A 售 B. 
联结 词 完 备 集 人,A,V ,~ 一) (n， A 人 ,V) (nm， An V) (nm 一 ) (个 )、 
{vy } 等 联结 词 完备 集 . 
3， 邯 式 
主要 定义 文字、 简单 析 取 式 、 简单 合 取 式 、 极 小 项 、 极 大 项 . 析 取 范式 .公式 的 析 取 范 
式 、 合 取 范 式 .公式 的 合 取 范 式 . 主 析 取 范式 、 公 式 的 主 析 取 范式 、. 主 合 取 范 式 、 公 式 的 主 合 取 
定理 2.1 在 命题 逻辑 中 ,任何 公式 都 存在 春 唯一 的 与 之 等 值 的 主 析 取 范 式 与 主 合 取 
范式 . 
求 公式 4 的 主 析 取 泥 式 的 方法 与 步骤 . 
方法 1 等 值 演算 法 . 


(1) 消去 A 中 联结 词 ~ ,一 (各 存在 ); 

(2) 否定 号 ”内 移 ( 利 用 德 摩根 律 ) 或 消去 (利用 双重 否定 律 ) ; 

(3) 使 用 和信 对 V 的 分 配 律 ; 

(4) 将 不 是 极 小 项 的 简单 合 取 式 等 值 地 化 成 若干 个 极 小 项 的 析 取 式 ; 
(5) 将 极 小 项 用 名 称 m; 表示 ,使 用 暴 等 律 ,最 后 排序 . 

方法 2 真 值 表 法 . 

(1) 写 出 A 的 真 值 表 ; 

(2) 求 出 A 的 全 部 成 真 赋值 ; 


(3) 求 出 每 个 成 真 赋 值 对 应 的 用 名 称 表示 的 极 小 项 , 按 角 标 从 小 到 大 析 取 ， 


求 公 式 4 的 主 合 取 范式 的 方法 与 步骤 : 
方法 1 等 值 演算 法 . 
方法 2 真 值 表 法 . 

(1) 写 出 A 的 真 值 表 ; 

(2) 求 出 A 的 全 部 成 假 赋值 ; 


(3) 求 出 每 个 成 假 赋值 对 应 的 极 大 项 (用 名 称 表示 ), 按 角 标 从 小 到 大 合 取 . 


方法 3 由 A 的 主 析 取 范式 求 主 合 取 范 式 . 
主 析 取 范式 的 用 途 ”与 中 值 表 相同 . 
4. 推理 
推理 的 形式 结构 : 
4 人 人 A, 人 … 人 4 一 也 
正确 推理 的 记 法 
Ai MAA: 和信 … MA=>B 
推理 定律 . 
。 附加 律 A 地 (AVB); 
。 化 简 律 A 八 B=>A; 
。 假 言 推理 (A 一 B) 人 4 一 B; 
。 拒 取 式 (A 一 B) 和 人 BA; 
。 析 取 三 段 论 (AVB) 人 一 BS>A， 
。 假 言 三 段 论 (A 一 B) 人 (B00) 二 (A 一 0); 
等 价 三 段 论 (A=B) A (BS0) 二 (AoCO); 
。 构造 性 二 难 (A 一 B) 人 (C>D) A(AVC)=>(BVD)， 
。 破坏 性 二 难 (A 一 B) A (CD)A(-BV-D)>(-7AV -0). 
推理 规则 : 
。 前 提 引 入 规则 ; 
。 结论 引入 规则 ; 
置换 规则 ; 
。 假 言 推理 规则 ; 
附加 规则 ; 
化 简 规 则 ; 


命题 逻 帮 
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些 命 


wd 
ert, 


拒 取 式 规则 ; 
言 三 段 论 规则 ; 
析 取 三 段 论 规则 ; 
构造 性 二 难 规则 ; 
破坏 性 二 难 规则 ; 
合 取 引入 规则 . 
构造 推理 的 证 明 : 
推理 的 形式 结构 改写 为 
前 提 : A, ,A,,…,A, 
结论 : B 
构造 证 明 的 方法 : 

。 直接 证 明 法 ; 

。 附加 前 提 证 明 法 ; 
。 归 诺 证 明 法 ; 

。 归结 证 明 法 . 


2.2 过 邢 


2.1 下 列 语句 中 哪些 是 命题 ? 在 是 命题 的 语句 中 ,哪些 是 
0 题 的 真 值 现 在 还 不 知道 ? 

(1) 2 是 素数 吗 ? 

(2) 17 只 能 被 1 和 它 本 身 整除 . 

(3) 请 别 说 话 ! 

(4) 2 十 3 一 8. 

(5) 真 累 呀 ! 

(6) 宇宙 间 只 有 地 球 上 有 生命 . 

(7) 大 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 . 

(8) ZX 二 2=7, 

(9) 3 十 V5. 

(10) 喜马拉雅 山 最 高 . 

2.2 写 出 下 列 各 命题 的 真 值 , 并 指出 哪些 是 简单 命题 . 
(1) 177 乘 255 之 积 是 偶数 , 

(2) x 与 V5 都 是 无 理 数 . 

(3) 98 与 99 是 相 邻 的 自然 数 . 

(4) 长 江 与 黄河 是 中 国 两 条 最 长 的 河 . 


(5) 看 7 为 目 然 数 , 则 ”与 2 十 1 一 个 是 奇数 ,一 个 是 侦 数 . 


(6) 6 或 9 是 偶数 ， 
(7) 6 或 9 是 奇数 
2.3 设 p: 雪 是 白色 的 ; 


分 题 逻 扣 


gq: 纽约 是 美国 的 首都 . 
求 下 列 复合 命题 的 破 值 . 
(1) -7pVg. 
(2) ph 6g. 
(3) p>g, 
(4) "poeg. 
(5) ( 户 人 0) 一 (PPV 179). 
2.4 指出 下 列 陈述 名 中 ,哪些 是 相 容 或 ”哪些 是 排斥 或 ”并 将 它们 符号 化 . 
(1) 王 志 大 是 黑龙 江 或 吉林 人 . 
(2) 李 小 川 生 于 1990 年 或 1991 年 . 
(3) 刘 文 虎 现在 在 答 舍 或 在 图 书馆 里 . 
(4) 4 是 偶数 或 是 奇数 . 
(5) 目 然 数 n 是 偶数 ,或 目 然 数 mm 是 奇数 . 
(6) 张海燕 去 过 美国 或 去 过 加 拿 大 . 
(7) 赵 元 元 只 能 选 学 英语 或 只 能 选 学 法 语 . 
2.5 将 下 列 陈述 句 符 号 化 . 
(1) 刘 丽 华 聪 明 用 功 . 
(2) 李 秀 与 张 华 都 是 东北 人 . 
(3) 郑 小 虎 一 面 吃 饭 , 一 面 看 电视 . 
(4) 2 是 偶 素 数 . 
(5) 虽然 天 气 很 冷 , 可 人 们 情绪 很 高 . 
(6) 张 小 强 不 仅 能 吃 兰 ,而且 很 能 干 . 
(7) 李 梅 与 李 珊 是 杂 姐 妹 . 
(8) 赵 志 全 与 张 钟 山 是 同乡 人 . 
2.6 设 p: 王 容 努 力学 习 ,g: 王 容 取得 好 成 绩 , 将 下 列 陈述 名 符号 化 . 
(1) 只 要 王 和 车 努力 学 习 , 她 就 会 取得 好 成 绩 . 
(2) 王 容 取得 好 成 绩 , 如 果 她 努力 学 习 . 
(3) 只 有 王 革 努力 学 习 , 她 才能 取得 好 成 绩 . 
(4) 除非 王 车 努力 学 习 , 和 否则 她 不 能 取得 好 成 绩 . 
(5) 假如 王 敬 不 努力 学 习 , 她 就 不 能 取得 好 成 绩 . 
(6) 王 奔 取得 好 成 绩 , 仅 当 她 努力 学 习 了 . 
2.7 将 下 列 命题 符号 化 ,并 指出 各 命题 的 真 值 . 
(1) 若 2 十 3 一 5, 则 地 球 是 方 的 . 
(2) 奋 2 十 3=5, 则 法 国 是 欧洲 国家 . 
(3) 若 雪 是 黑色 的 , 则 V5 是 有 理 数 . 
(4) 若 雪 是 黑色 的 , 则 V5 是 无 理 数 . 
2.8 将 下 列 命 题 符号 化 ,并 指出 它们 的 破 值 . 
(1) 2 二 3 当 且 仅 当 5 守 7. 


a 


a 
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(2) V2 十 V3 二 V5 的 充 要 条 件 是 V2 XV3 一 V6. 
(3) 2 十 2 关 4 与 4 十 4 二 8 互 为 充 要 条 件 . 
(4) 如 果 V2 是 无 理 数 , 则 V3 也 是 无 理 数 ,反之 亦 然 . 
2.9 将 下 列 陈述 语句 符号 化 ,并 讨论 真 但. 
(1) 寿 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 2 号 . 
(2) 只 有 今天 是 1 号 ,明天 才 是 2 号. 
(3) 今天 是 1 号 当 且 仅 当 明天 是 2 号 . 
(4) 在 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 3 号 . 
2.10 设 p: 俄罗斯 的 首都 是 莫斯科 ， 
gq: 2 十 5 一 7; 
r: 日 本 位 于 北美 洲 . 

求 下 列 各 复合 命题 的 真 值 . 
(1) ( 户 人 一 gq) 一 7 
(2) (pog)or. 
(3) (TpVaVr) A mr. 
(4) (pAgA77 >(TpV TqVr). 
2.11 当 pg 的 真人 为 0,r、s 的 真人 为 1 时 , 求 下 列 各 公式 的 中 但 . 
(1) (PPV(oAr)) 一 (rVs)， 
(2) (pe>r) 人 (VS)， 
(3) (7pA TgAn Ee(pAgA -7). 
(4) (TpA TgArAs)V phagArAs). 
2.12 用 真 值 表 判 断 下 列 公 式 的 类 型 , 
(1) p>(pVaVr). 
(2) -7 (TqgVp) Np. 
(3) (pqg)>(7Tg™> 7 Dp). 
(4) (p Ar =- (pVg). 
2.13 设 p.g\r 为 任意 的 个 体 变 项 ,用 丰 值 表 验 证 : 
(1) 结合 律 (pVg)VrSpV (gqVn7); 

(pg) ArSpA(g Mr). 
(2) 分 配 律 pV(gAnDS(pVg)A(pV7); 

pA(gVr Sp Ag)V (pAr). 
2.14 设 p,g 为 任意 的 个 体 变 项 ,用 其 值 表 验 证 : 
(1) 吸收 律 pV (pAg) 晤 p,p A(pVg)Sp. 
(2) 同一 律 pV0Sp,p A1Sp. 
(3) 归 诬 论 (p>g) (p> 了 7 了 9) 售 了 -pp. 
2.15 用 真 值 表 证 明 下 列 殖 涵 式 为 重 言 式 . 
(1) (p>g) Ng>r) > (p>*r). 
(2) ((pVog) MAACp>r) Mg>r)) ->r. 
2.16 用 真 值 表 证 明 . 


(1) (p>g)—>r@D p>(g>r). 

(2) p>(g—>r)©S(p Ng)—>r. 

2.17 设 A、B.C 为 任意 的 命 懒 公式 , 则 

(1) 大 AVCSSBVC,ASSB 一定 为 真 吗 ? 
(2) 夺 AACSBAC,AeSB 一 定 为 真 吗 ? 
(3) 若 了 -A 今 -B,A 合 B 一 定 为 真 吗 ? 

2.18 用 等 值 演 算法 证 明 下 列 各 式 为 重 言 式 . 
(1) 《二 0) 一 (人 下 人 ”一 力 )， 

(2) (一 万 V9) 人 (9 一 7 六) 一 (人 一 力 让 7， 

2. 19 用 等 值 演算 法 证 明 下 列 各 式 为 让 盾 式 . 
(1 (Fo Na hi 

(2) 7 (p>(pVg)). 

2.20 ”用 等 值 演算 法 证 明 下 面 等 值 式 ， 

(1) ((p—>g) A(p—7r)) Sp (g AMr)). 

(2) -7(pog) SO((pVg) An (pAg)). 


2.21 将 下 面 公式 化 成 与 之 等 值 的 并 且 仅 含 { 了,V ,A 人} 中 联结 词 的 公式 . 


(1) p*(g *r). 
(2) (p>g) Vr. 
(3) pog. 


2. 22 将 下 面 公式 化 成 与 之 等 值 的 并 且 仅 含 { ,人 }) 中 联结 i 


(1) (pAgq)V 了 7， 
(2) (p>q)—>r. 


2.23 ”将 下 面 公式 化 成 与 之 等 值 的 并 且 仅 含 {一 ,V )} 中 联结 词 的 公子 


(1) 户 人 Ag 和 人 一 rr， 
2) HRN 
(3) pog. 


2.24 将 下 面 公 式 化 成 与 之 等 值 的 并 且 仅 含 {一 , 悦 } 中 联 


(1) pVaVr. 
(2) (p>g) 人 一 7， 


2.25 将 下 面 公式 化 成 与 之 等 值 的 并 且 仅 含 联结 词 人 和 仅 含 联结 词 y 的 公式 . 


(1) p>g. 
(2) TpVg. 
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2.26 用 等 值 演算 法 求 下 列 公 式 的 主 析 取 范 式 ,并 求 成 真 赋值 . 


(1) ("p>g)>(7gVp). 
(2) (npVo)A 人 9 
(3) (pV (gMAr))>(pVaVr). 


2.27 求 题 2.26 中 各 小 题 的 主 合 取 范式 ,并 求 成 假 赋 值 . 
2.28 通过 求 主 析 取 范式 , 求 下 列 公 式 的 主 合 取 范 式 . 


(1) (pAg)Vr. 
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(了 下 《六 ) 
2.29 ”用 真 值 表 求 下 列 公式 的 主 析 取 范式 . 
(1) (pAgV( (TpAr). 
(2) (p>g)> (po 719). 
2.30 ”用 主 析 取 范式 判断 下 列 各 组 公式 是 否 等 值 . 
(DD p> > So > Yr 
(2) (p>g)—>r SS(p Ng)—>r. 
2.31 某 公司 要 从 赵 、 钱 、 孙 、 李 ,、 周 5 名 新 毕业 的 大 学 生 中 选派 一 些 人 出 国学 习 , 选 派 
(1) 寿 赵 去 , 钱 也 去 . 
(2) 李 、 周 两 人 中 必 有 一 人 去 . 
(3) 钱 、 孙 两 人 中 去 且 仅 去 一 人 . 
(4) 孙 、 到 两 人 同 去 或 同 不 去 . 
(5) 右 周 去 , 则 赵 、 钱 也 同 去 . 
用 等 值 演算 法 分 析 该 公司 如 何 选派 他 们 出 国 ? 
2.32 设 p: 王 小川 是 文科 生 .g: 王 小 川 爱 看 小 说 . 写 出 下 面 各 推理 的 形式 结构 ,并 用 
真 值 表 、 主 析 取 范式 等 方法 判断 下 列 各 推理 是 否 正确 . 
(1) 寿 王 小 川 是 文科 生 , 则 他 爱 看 小 说 ; 王 小 川 是 文科 生 , 所 以 他 爱 看 小 说 . 
(2) 寿 王 小 川 爱 看 小 说 , 则 他 是 文科 生 ; 王 小 川 是 文科 生 , 所 以 他 爱 看 小 说 . 
(3) 若 王 小 川 爱 看 小 说 , 则 他 是 文科 生 ; 王 小 川 不 是 文科 生 ,所 以 他 不 爱 看 小 说 . 
2.33 ”有 一 荔 灯 由 3 个 开关 控制 ,要求 按 任何 一 个 开关 都 能 使 灯 由 亮 变 黑 或 由 黑 变 亮 ， 
试 设计 控制 这 荔 灯 的 组 合 电 路 , 写 出 它 的 逻辑 表达 式 . 
2.34 (1) 二 进 制 半 加 颖 有 2 个 输入 xz 和 wy,2 个 输出 s 和 c, 其 中 x 和 yy 是 被 加 数 ,* 是 
半 和 ,c 是 进位 . 试 写 出 ; 和 c 的 逻辑 表达 式 . 
(2) 二 进 制 全 加 右 有 3 个 输入 z,y 和 z,2 个 输出 s 和 c, 其 中 x 和 y 是 被 加 数 ,z 是 前 一 
位 的 进位 ,s 是 和 ,c 是 进位 . 试 写 出 y 和 * 的 逻辑 表达 式 . 
2.35 构造 下 面 各 推理 的 证 明 . 
(1) 前 提 : TpVg,g>r, 777. 
结论 : 也. 
(2) 琢 提 : pp 一 (g>s),pV Tr,g. 
结论 : rs. 
(3) 前 提 : 户 >~q， 轧 一 7 
结论 : p 王 (g A7). 
2.36 构造 下 面 推理 的 证 明 . 
小 王 学 过 英语 或 日 语 . 如 果 小 王 学 过 英语 , 则 他 去 过 英国 ;如 有 末 他 去 过 瑞 国 ,他 也 去 过 日 
本 ,所 以 小 王 学 过 日 语 或 去 过 日 本 . 
2.37 构造 下 面 推理 的 证 明 . 
如 果 李 淑敏 是 理科 生 , 她 一 定 学 微 积分 ;如 果 她 不 是 文科 学 生 , 她 一 定 是 理科 学 生 . 她 没 
学 微 积分 ,所 以 她 是 文科 生 . 
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2.38 ”用 归 众 法 证 明 下 面 推理 . 
(1) 前 提 : p77g, TrVg,r 人 7s. 
结论 : 一 旋 . 
(2) 前提 : pVg,p>r,g™>s. 
结论 : rVs. 
2.39 用 归结 法 证 明 下 面 推理 . 
新 提 ， 1 办 人 办 
结论 : gV 5. 
2.40 用 归 绪 法 证 明 下 面 推理 . 
前 提 ,; ,一 户 Vry, mrVi， 
结论 : 5. 
2.41 用 归结 法 证 明 下 面 推理 . 
且 提 : p 一 (gs) ,7> 力 ,0g。 
纺 论 ， 盖 ”5， 
2.42 用 归结 法 证 明 下 面 推 理 . 
如 有 果 周 强 是 上 海 人 , 则 他 是 复旦 大 学 或 中 山大 学 的 学 生 ; 如 采 他 不 想 离 开 上 海 , 他 束 不 
是 中 山大 学 学 生 ;周强 是 上 海 人 并 且 不 想 离开 上 海 , 所 以 他 是 复旦 大 学 学 生 . 


2.3 习题 解答 与 分 析 


2.1 (2)、(4)、 (6) (7) (10) 为 命题 ,其 中 (2) 和 (10) 为 真 命题 ,(4) 为 假 命 题 ,(6)、(7) 
的 趴 值 现在 还 不 知道 . 

分 析 “命题 是 具有 唯一 真 值 的 陈述 句 . 本 题 中 ,(1) 是 疑问 句 ,(3) 是 祈 使 句 ,(5) 是 感叹 
句 , 所 以 它们 都 不 是 陈述 句 ,因而 都 不 是 命题 . (9) 不 是 句子 ,在 这 里 没 出 现 谓语 (或 表 语 ), 因 
而 (9) 不 是 命题 . (8) 是 陈述 句 ,但 它 没 有 确定 的 真 值 , 当 z=5 时 ,5 十 2 二 7 为 中, 而 当 垃 去 5 
时 ,x 十 2 二 7 为 假 , 故 它 是 真 值 不 确定 的 陈述 句 ,因而 (8) 不 是 命题 , 

命题 (2) 是 真 命题 . 因为 17 是 素数 (质数 ) ,所 以 17 的 因子 只 有 1 和 17, 故 17 只 能 被 1 
和 本 号 整 除 . 

命题 (4) 是 假 命 题 . 因为 2 十 3 一 5 天 8. 

命题 (6) 是 具有 唯一 真 值 的 陈述 句 ,但 它 的 真 值 现 在 还 不 能 确定 ,但 随 着 科学 的 发 展 , 它 
的 丰 值 一 定 会 知道 的 . 

命题 (7) 是 具有 唯一 丰 值 的 陈述 名 .这 个 命题 即 为 哥 德 巴赫 猜想 . 我 国 数学 家 陈景润 
等 对 哥 德 巴 替 猜 想 作 出 了 很 大 贡献 ,但 到 现在 为 止 , 此 猜想 并 没有 得 到 证 明 , 可 是 它 的 真 值 
是 唯一 的 ,因而 它 是 命题 . 随 着 时 间 的 推移 ,这 个 猜想 总 会 被 证 明 是 对 的 ,或 者 是 错 的 , 那 时 
客观 存在 的 真 值 就 会 真相 大 白 了 . 

(6)、(7) 两 个 命题 说 明 ,命题 的 真 值 是 客观 存在 的 ,与 我 们 现在 是 否 知道 无 关 . 

2.2 除 (1) 为 假 命 题 ,其 余 6 个 命题 全 是 真 命题 .其 中 (1)、(3)、(4) 是 简单 命题 . 

分 析 命题 (1) 陈 述 句 中 ,“177 乘 255” 是 主语 , “是 偶数 ”是 谓语 ,因而 陈述 句 “177 乘 
255 是 偶数 ”是 简单 陈述 句 , 所 以 (1) 中 命题 是 简单 命题 , 真 值 为 假 . 
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命题 (2) 为 “x 是 无 理 数 , 并 且 V5 是 无 理 数 ”简化 的 叙述 方式 ,是 两 个 简单 命题 的 合 取 式 . 
可 符号 化 为 p 和 人 gg, 其中,p: x 是 无 理 数 ,g: V5 是 无 理 数 . 因为 p 与 g 均 为 真 命题 ,所 以 pAg 
为 真 命题 . 

命题 (3) 中 ,“98 与 99? 是 主语 “是 相 邻 的 目 然 数 ? 是 谓词 ,因而 命题 (3) 是 简单 命题 . 

命题 (4) 中 ,主语 是 “长 江 与 黄河 ”, 谓 语 是 “是 中 国 两 条 最 长 的 河 ”, 因 而 是 简单 命题 . 

右 将 命题 改 为 “长江 与 黄河 都 是 中国 较 长 的 洒 河 ”, 则 命题 为 复合 命题 ,符号 化 为 上 人 
中 ,p: 长 江 是 中 国 较 长 的 河 ,g: 黄河 是 中 国 较 长 的 河 ， 

命题 (5) 是 列 涵 式 ,其 前 件 为 人 2 是 目 然 数 ”后 件 为 “7 与 2 十 1 一 个 是 奇数 ,一 个 是 偶 
数 ” 符号 化 为 p 一 ((g 八 一 r)V (了 gg 人 7)). 其 中 ,p; nn 为 自然 数 ,g; nn 为 奇数 (一 gq; 7 为 侦 
数 ),r: (n 十 1) 为 奇数 (一 r， (2 十 1) 为 偶数 )， 当前 件 p 为 假 时 , 缠 涵 式 为 真 , 当 纪 为 真 时 ,后 
件 也 为 真 ,所 以 此 命题 为 真 命题 . 

命题 (6) 符 号 化 为 pV gq, 其 中 ,p: 6 是 偶数 ,q: 9 是 偶数 . 因为 p 为 真 ,所 以 复合 命题 


mt 


为 具 
命题 (7) 符 号 化 为 5Vv ,其 [中 ,p; 6 是 奇数 ,g: 9 是 奇数 . 因为 9 为 和 ,所 以 复合 命题 


a 


为 中 

2. 3 命题 (1) 一 命题 (5 的 真 值 分 别 为 LT 

分 析 这 里 只 需 注 意 户 是 中 命题 , 即 p 的 页 值 为 1, -p 的 真 值 为 0,g 是 假 命 题 , 即 9 的 
真 值 为 0, ”0 4 的 真人 为 1. 

(1) ”ppVad 的 真 值 为 0, 即 命题 “ 雪 不 是 日 色 的 或 纽约 是 美国 的 首都 ?是 假 命题 

(2) 户 人 An”d 的 真 值 为 1, 即 命题 " 雪 是 日 色 的 并 且 纽 约 不 是 美国 的 首都 ?是 呐 命 题 . 

(3) sh 0( 前 件 为 真 ,后 件 为 假 ) , 即 命 题 “ 如 果 雪 是 白色 的 , 则 纽约 是 美国 的 
首都 ?是 假 

(4) 一 hl ;的 真人 为 1( 一 bp 与 g 同 为 假 ) , 即 命题 * 雪 不 是 日 色 的 当 且 仅 当 纽约 是 美国 
的 首都 ?是 真 

(5) (p ”dg) 的 真 值 为 1, 即 命题 “ 奉 雪 是 日 色 的 并 且 纽约 是 美国 的 首都 , 则 
雪 是 日 色 的 或 纽约 不 是 美国 的 首都 "是 真 命题 . 

2.4 只 有 (5) 与 (6) 是 相 容 或 ,其 余 的 都 是 排斥 或 它们 的 符号 化 分 别 为 : 

(1) (pA 人 -gqg)V (了 -pAg), 其 中 ,p: 王 志 大 是 黑龙 江 人 ,0: 王 志 大 是 吉林 人 . 

(2) (pA 人 -gqg)V (了 -pAg), 其 中 ,p;: 李 小 川 生 于 1990 年 ,g: 李 小 川 生 于 1991 年 ， 

(3) (p 人 gqg)V( 了 -pAg), 其 中 ,p: 刘 文 虎 在 答 舍 里 ,g: 刘 文 虎 在 图 书馆 里 . 

(4) (pA -gqg)V(-pAg), 其 中 ,p: 4 是 偶数 ,gq: 4 是 奇数 . 

(5) pV gq, 其 中 ,p: 目 然 数 n 是 偶数 ,gqg: 目 然 数 m 是 奇数 . 

(6) pVg, 其 中 ,p: 张海燕 去 过 美国 ,gq: 张海燕 去 过 加 拿 大 . 

(7) (p 人 Tg)V(7pAg), 其 中 ,p: 赵 元 元 选 学 英语 ,qg: 赵 元 元 选 学 法 语 . 

分 析 Q@ 相 容 或 (pV g) 与 排斥 或 ((p 八 一 gq)V (了 -pAg)) 的 区 别 ， 当 pg 的 真 值 分 别 
为 0.0,0.1,1.0 时 ,(pVg) 与 ((p 人 一 g)V (了 -pAg)) 的 真 值 都 分 别 为 0,1,1. 只 有 在 pg 
分 别 为 1、1 时 ,(pVg) 的 真 值 为 1, 而 ((p 人 一 g)V (了 -pAg)) 的 真 值 为 0. 

@ 在 (1)、(2)、(3)、(4) 中 的 pp 与 q 都 是 互相 排斥 的 , 即 之 与 9 的 真 值 不 能 同时 为 真 ( 王 
志 大 不 能 同时 为 黑龙 江 人 又 为 吉林 人 , 李 小 川 不 能 生 于 1990 年 又 生 于 1991 年 , 刘 文 虎 不 能 
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同时 在 条 人 铭 和 图 书馆 里 ), 即 p 与 gq 的 真 值 不 能 同时 为 1. 所 以 (1) 一 (4) 又 可 以 待 号 化 为 
pvVd. 但 (7) 中 情况 不 同 , 赵 元 元 可 以 又 选 学 英语 ,又 选 学 法 语 , 即 (7) 中 之 与 gd 可 以 同时 为 
真 , 为 了 限制 赵 元 元 只 选 学 一 门 外 语 , 必 须 使 用 排斥 或 形式 : (Ado)V(”zAd), 而 不 能 
用 pVg 形式 . 

2.5 (1) pAg, 其 中 ,p: 刘 丽 华 聪 明 ,g; 刘 丽 华 用 功 . 

(2) p 和 人 g, 其 中 ,p: 李 秀 是 东北 人 ,g: 张 华 是 东北 人 . 

(3) p Ag, 其 中 ,p: 郑 小 席 吃 饭 ,q: 郑 小 席 看 电视 . 

(4) p 人 gq, 其 中 ,p: 2 是 偶数 ,q: 2 是 素数 . 

(5) p Ag, 其 中 ,p: 天 气 冷 ,gqg: 人 们 情绪 很 高 . 

(6) pAg, 其 中 ,p: 张 小 强 能 吃 吾 ,q: 张 小 强 能 干 . 

(7) p, 其 中 ,p: 李 梅 与 至 珊 是 杀 姐 妹 . 

(8) p, 其 中 ,p: 赵 志 全 与 张 钟 山 是 同乡 人 . 

分 析 本题 的 目的 有 两 个 . 

JW 合 取 联结 词 人 应 用 的 灵活 性 . 在 目 然 语言 中 , 当 用 “和 ”“ 与 "“ 并 有 日 ”“ 一 面 ,一 
面 "“ 虽 然 …… 但 是 ”不 仅 …… 而 且 ” 等 将 两 个 陈述 语句 联结 起 来 时 均 使 用 联结 词 A. 有 
时 ,还 将 以 上 联结 词 省 略 ,但 符号 化 时 , 人 可 不 能 省 掉 ( 例 如 本 题 中 的 (1) 与 (4)). 

要 注意 “和 ”“ 与 ”所 联结 的 是 两 个 陈述 句 , 还 是 某 个 陈述 句 中 的 句子 成 分 . 例如 ,本 
题 中 ,(7) 与 (8) 痢 是 一 个 陈述 名 ,而 且 是 简单 陈述 名 ,其 中 “与 ”联结 的 是 句子 的 主语 成 分 , 因 
而 符号 化 时 不 出 现 联 结 词 . 

2.6 (1) p>gq. 

(2) p>9q. 

(o> "0, 

(4) -p> 了 mg 或 g 一 pp. 

(5) p> "gh 

(6) gp. 

分 析 本题 练习 强 涵 式 “p>g” 的 使 用 方法 . 在 p>g 中,p 与 gq 的 逻辑 关系 是 gq 是 p 的 
必要 条 件 (p 是 g 的 充分 条 件 ). g 是 p 的 必要 条 件 , 有 多 种 不 同 的 叙述 方法 ,例如 : 

如 果 p, 则 gq; 

只 要 力 , 怠 9i 

因为 p, 所 以 gq; 

由 户 仅 当 0; 

只 有 gq, 才 Pp; 

除非 g, 否 则 非 p( 除 非 g, 才 p); 

JW 假如 没有 gq, 就 没有 pp. 

在 本 题 中 ,命题 (1) 为 己 的 形式 ,命题 2) 为 的 形式 ,命题 (3) 为 目的 形式 ,命题 (4) 为 @ 
的 形式 ,命题 (5) 为 的 形式 ,命题 (6) 为 四 的 形式 . 

注意 -p79 与 gp 是 等 值 的 , 均 说 明 pp 是 g 的 必要 条 件 . 

有 时 强 涵 式 在 叙述 中 并 没有 出 现 联 结 词 ,但 由 因果 关系 ,也 可 以 找到 蕴涵 式 的 前 件 与 
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取证 
例如 :“ 吃 一 秘 长 一 智 ? 应 符号 化 为 pq, 其 中 ,p: 吃 一 秘 ,q: 长 一 乔 . 
还 要 注意 的 是 ,不 能 将 充分 条 件 与 必要 条 件 对 调 . 对 于 命题 (3) 与 (4) 不 能 符号 化 为 


bo, 这 就 将 充分 条 件 当 成 了 必要 条 件 . 在 学 习 数 学 中 ,特别 强调 必要 条 件 .充分 条 件 .充分 
必要 条 件 的 概念 . 


例如 : 设 p; 函数 f(x) 在 xo 连续 ,gq; 函数 f(z) 当 x 一 xo 时 极限 存在 ,命题 “p>g” 是 真 
命题 ,这 说 明 极 限 存 在 是 连续 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 条 件 , 因 为 gp 不 一 定 是 真 命题 . 例 
如 : y 二 f(x)= 0 1' 则 yy 在 zx 二 1 处 有 极限 (imf(x) 二 2)， 但 因为 limf(x) 二 2 郑 
f(1)==3. 所 以 f(x) 在 x=1 PA 

2.7 (1) p>g, 其 中 ,p:; 2 十 3 一 5( 真 命题 ),g:; 地 球 是 方 的 ( 假 命题 ),p 一 g 的 真 值 
为 0. 

(2) pg, 其 中 ,p: 2 十 3 二 5,g: 法 国 是 欧洲 国家 ( 真 命题 ),p 一 g 的 真 值 为 1. 

(3) pq, 其 中 ,p: 雪 是 黑色 的 ( 假 命题 ),g: V5 是 有 理 数 ( 假 命题 ) ,p>g 的 真 值 为 1. 

(4) p>g, 其 中 ,p: 雪 是 黑色 的 ,gq: V5 是 无 理 数 ( 真 命题 ),p>g 为 真 命题 , 即 p>g 的 真 
值 为 1. 

分 析 ”本题 的 目的 是 通过 实例 说 明 表 涵 式 pg 的 其 值 取 值 情况 .由 命题 p 和 g 组 成 
的 复合 命题 p 一 g, 只 有 在 p 为 真 命题 ,gq To 其 他 
3 种 情况 , 即 jp 与 q 同 为 真 ( 见 (2)),p 与 gq 同 为 假 ( 见 (3)),p 为 假 ,g 为 丰 ( 见 (4))， 
pq 均 为 真 . 

2.8 (1) poerg, 其 中 ,p: 2 这 3,g: 5 盖 7, 真 值 为 1. 

(2) pegq, 其 中 ,p: V2 十 Y3 二 5,q: Y2XY3 二 V6 , 真 值 为 0. 

(3) -perg, 其 中 ,p: 2 十 2 一 4,g: 4 十 4 二 8, 真 值 为 0. 

(4) peog, 其 中 ,p:; V2 是 无 理 数 ,g: V3 是 无 理 数 , 真 值 为 1. 

分 析 ”本题 的 目的 是 通过 实例 说 明 等 价 式 pg 的 真 值 取 值 情况 ,如 与 9 的 真 值 相同 
时 ,复合 命题 pg 为 真 命题 ( 见 (1) 与 (4)) ,其余 情况 为 假 命题 ( 见 (2) 与 (3)). 

2.9 设 p: 今天 是 1 号 , g: 明天 是 2 号 , ~: 明天 是 3 号 , 则 . 

(1) fF-*o. 

(2) g>p. 

(3) pg. 

(4) p>r. 

分 析 “我们 不 知道 p.g.r 的 丰 值 ,但 是 知 起 p 与 q 同时 为 真 或 同时 为 假 ,根据 缠 涵 式 取 
值 情 况 可 知 ,(1)、(2)、(3) 的 真 值 都 是 1. 对 于 (4) 来 说 , 当 p 为 真 时 ,rr 一定 为 假 , 于 是 p 一 r 
为 假 ,而 当 为 假 时 ,无 论 7 为 真 或 为 假 ,p 一 r 均 为 页 . 

2.10 (1)~~(4) 的 真 值 分 别 为 1、0、1.、0. 

分 析 吻 知 ,p 与 g 为 真 命题 ,r 为 假 命题 . 

(1) p 八 -9 的 真 值 为 0, 故 (pp 全 g) 一 7r 的 页 值 为 1, 因 而 (p 八 一 g) 一 7 为 真 命题 . 

(2) prg 的 真 值 为 1,r 真 值 为 0, 因 而 (pe>g)e>7 为 假 命题 . 


舍 题 逻 故 


类 似 讨论 可 知 ,(3) 为 真 命题 , (4) 为 假 命 题 . 

2.11 pg 真 值 为 0, r、 真 值 为 1 时 ,(1) 一 (4) 的 真 值 分 别 为 1.0.0、1. 

分 析 (1) 一 (4) 都 是 含 命 题 变 项 pg、r,s 的 公式 ,它们 都 共有 2=16 个 赋值 ,其 中 
0011 是 其 中 的 一 个 赋值 . 容易 算出 0011 是 (1) 与 (4) 的 成 真 赋值 ,是 (2) 与 (3) 的 成 假 赋值 . 

2.12 (1) 一 (4) 的 真 值 表 分 别 如 表 2. 1 一 表 2.4 所 示 . 


表 2.1 p 一 (pVgqVr) 的 真 值 表 


0 0 0 ] 
0 0 ] ] 
0 | 0 ] 
0 ] ] ] 
] 0 0 ] 
] 0 ] ] 
] | 0 ] 
] | ] ] 
表 2.2 ”(”qgVp)Ap 的 真 值 表 
0 0 ] 0 
0 ] U 0 
] 0 ] 0 
] ] ] 0 
表 2.3 (pq) 一 (了 gp) 的 真 值 表 
J (pO gp 
0 0 ] ] 
0 ] ] ] 
] 0 0 ] 
] ] ] ] 
表 2.4 (pA 人 Ar) 一 (pVg) 的 真 值 表 
p q r (pAnNen (pVg) 
0 0 0 0 ] 0 
0 由 ] 0 ] 0 
0 | 0 0 0 ] 
0 ] | 0 0 ] 
] 由 0 0 0 ] 
] 0 ] ] 0 0 
] ] 0 0 0 ] 
] ] ] ] 0 0 


由 真 值 表 可 知 , 题 (1) 与 题 (3) 为 重 言 式 , 题 (2) 为 矛盾 式 , 题 (4) 为 可 满足 式 , 成 直 赋 值 为 
010 .011 、100 、110. 
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题 2. 13 和 题 2. 14 都 要 求 用 真 值 表 验 证 两 个 公式 是 否 等 值 问题 ,而 A 仿 B 当 且 仅 当 
A<* 有 是 重 言 式 ,又 当 且 仅 当 在 任何 赋值 下 A 与 B 有 相同 的 真 值 表 , 因 而 只 需 写 出 A 与 B 
的 真 值 表 ,就 可 以 知道 AB 的 真 值 表 , 从 而 可 知 AeB 是 否 为 重 言 式 , 于 是 可 不 写 出 AB 
的 真 值 表 就 可 判定 A 合 B 是 否 为 真 . 

2.13 ”这 里 只 给 出 题 (1) 与 题 (2) 中 的 第 一 式 的 页 值 表 ( 见 表 2.5 和 表 2. 6). 

表 2.5 ((pVg)Vr)(pV (gqgVr)) 的 真 值 表 


; AL AL hh 
0 


0 
] 
] 
] 
0 
] 
] 
] 


由 表 2. 5 的 最 后 两 列 可 知 ,(pVg)Vr 与 pV (gVr7) 的 页 值 表 相 同 , 从 而 ((pVg)Vn 
(pV (g Vr)) 是 重 言 式 , 即 (pVg)Vr 人 SpV (gVr). 


全 


| 


ee 


ee: ke me mm! ke ke 


表 2.6 (pV(gArmnD)e((pVg)A(pVr)) 的 真 值 表 


| pV A bd 


| 
EO 


OO 一 
-2 
站 
OO 


由 表 2. 6 最 后 两 列 可 知 pV (g Ar) 与 (pVg)A 人 (pVr) 有 相同 的 真 值 表 , 从 而 
(pV(gAr)eC((pVg) 人 (pV7)) 是 重 言 式 , 即 pV (gqgAr) 舍 (pVg)A(pV7). 

2.14 这 里 只 验证 吸收 律 的 第 一 式 , 同 一 律 的 第 一 式 以 及 归 诬 论 , 它们 的 真 值 表 分 别 
由 表 2.7、 表 2.8 和 表 2.9 列 出 . 


表 2.7 (PPV(PAg))e>*p 的 真 值 表 


A 

0 0 1 
0 0 1 
0 1 1 
1 1 l 


由 表 2.7 的 最 后 一 列 可 知 ,(pV (pAg)) 嘻 p 为 重 言 式 , 因 而 pV (pAg) 售 p. 其 实 , 可 


一 二 一 二 | "党 
5 | 


命题 逻 才 


不 写 表 2.7 的 最 后 一 列 , 由 第 1 列 与 第 3 列 可 知 : pV (p Ng) 合 p. 
表 2.8 (pV 10) p 的 真 值 表 
0 1 
1 1 
由 表 2.8 可 知 ,(pV 0)p 为 重 言 式 ,因而 pV0 人 Sp. 
表 2.9 ((p 一 g) 人 (pg)) 一 p 的 真 值 表 


| er te 


I= 


| 
| 
C555 


l 
] 
0 
0 


[| 一 上 一 


] ] 
] ] 
0 0 
0 ] 


由 表 2.9 可 知 ,(p>g) 人 (pp 一 了 gq) 合 -p, 即 归 座 计 华为 真 ， 
2.15 表 2.10 和 表 2.11 分 别 列 出 了 题 (1) 与 题 (2) 中 公式 的 真 值 表 . 


表 2.10 (pg) 人 (gr) 一 (p 一 rr) 的 真 值 表 


DAD 


对 
' 
HE 


ES ke kb kB SS kb kb 
~ 
5 


由 表 2. 10 可 若 ， 0 八 (g>r) 习 (p 习 7) 为 重 言 式 ,因而 可 将 它 记 为 : (pq) 人 (g> 
门人 (一 7) ,这 是 假 言 三 段 论 推理 规则 的 一 个 代入 实例 . 


表 2.11 ((pVg) 人 (pr) 人 (gq 一 r)) 一 r 的 真 值 表 


p q r pVgq pr 9 一 7 人 OO 
0 0 0 0 1 ] 
0 0 ] 0 l ] 
0 ] 0 l l | 
0 | | l l | 
] 0 0 l 0 ] 
| 0 l l l | 
| ] 0 l 0 | 
1 ] l l l ] 


由 表 2. 11 可 知 ,((pVg) A(p 一 r) 人 (gr)) 一 r 为 重 言 式 , 因 而 可 记 为 (pVg) 人 (pp 一 
r) 人 人 (gr) 之 rr, 这 是 构造 性 二 难 推理 的 代入 实例 ,而 且 是 特殊 情况 .在 构造 性 二 难 推理 


志方 瀣 


离 旗 数学 习题 解答 与 学 习 北 时 (和 急 3 版 ) 


(A>B)A(C>D)A(AVC)>(BVD) 中 ,pp 与 g 代 换 A 和 C,r 代 换 B 和 DD, 即 得 
(pVg) 人 (pb MN(g—>r)=r. 

2.16 (1) 要 证 明 (p 一 gqg) 习 r 仿 p 习 (g 悦 7) ,只 需 证 明 ((p 一 gq) 习 r)(p 习 (gr)) 不 是 
重启 式 . 该 公式 的 真 值 表 如 表 2. 12 所 示 . 


表 2.12 ((p>g) 一 r)(p 一 (gr)) 的 真 值 表 


] 
l 
l 
] 
l 
l 
0 
l 


一 OD 一 | (车 
| 
i 
TD 


由 表 2. 12 可 知 ,000,010 为 公式 的 成 假 赋 值 ,所 以 ((p 一 gq) 一 r) 叶 (p 一 (gr)) 不 是 重 
言 式 , 因 而 ((p>q) 习 7) 与 (p 习 (gqg7)) 不 等 值 , 即 
((p>q)>r) (p> (g™>r)) 
因此 可 知 列 涵 联 络 词 不 满足 结合 律 . 
(2) 要 证 明 p 王 (gqg>7) 合 (pAg) 王 rr, 只 需 证 明 (p 一 (gg 一 7))((p Ag) 一 7) 为 重 言 式 . 
表 2. 13 列 出 了 它 的 真 值 表 . 


表 2.13 (一 (gr)*>((P 人 gq) 一 r) 的 真 值 表 


r (pr (p> oe((p NMg)—>7) 


一 DI 
| 
pp 
一 
i 


由 表 2. 13 可 知 ,(p 了 (gq7)) 叶 (pA 人 gq)7) 为 重 言 式 ,因而 p>(g>7) 合 (p Aq)>r. 

2.17 (1) 若 AVCSBVC,ASB 不 一 定 为 真 . 

分 析 届 当 C 为 矛盾 式 时 ,大 AVC 合 BVC, 则 必 有 A 售 C. 由 于 C 为 矛盾 式 , 因 而 
AVC 合 A,BVCSB, 所 以 ,车 AVCSBVC, 则 ASB. 

当 CC 不 是 矛盾 式 时 , 若 AVC 合 BV C,A 合 B 不 一 定 为 真 , 下 面 举 反 例证 明之 . 设 
A、B.C 都 是 售 两 个 命题 变 项 p、g 的 公式 ,有 是 A 二 pA mg,B=(pA-7g)V(pAg),C= 
(了 TpAg)V(pAg),A、B.C 以 及 A VC、BVC 的 真 值 表 如 表 2. 14 所 示 . 


表 2.14 4.BC4VC、BVC 的 真 值 表 


Pp 
0 
0 l 
| 1 
] ] 


由 表 2. 14 可 知 ,AVCSBVC, 但 A 亿 B. 

其 实 , 只 要 取 C=AVB, 就 恒 有 AVCS 合 BV C, 而 不 管 A 合 B 是 否 为 真 . 

(2) 车 AAC 全 BAC,A 合 B 不 一 定 为 真 . 

分 析 当 C 为 重 言 式 时 , 若 AACSBAC, 则 ASSB 为 真 . 此 时 AACSA,BACS 
B, 所 以 ,车 A AC 合 BAC, 必 有 A 合 B. 

当 C 不 是 重 言 式 时 ,车 A 人 AC 合 BAC,A 合 B 不 一 定 为 真 . 下 面 举 反 例如 下 : 为 方便 
起 见 , 仍 设 A、B.\C 均 为 含 p、g 的 命题 公式 , 设 A= 二 (TpAMg)V(pAMg),B==(pVg) 作 
(pV -79),C 二 pg,A.B.C 以 及 A AC,BAC 的 真 值 表 为 表 2. 15 所 示 . 

从 表 2. 15 可 以 看 出 ,A ACSSBAC, 但 A 仿 B. 


表 2.15 A、B.C.A 八 C.BA 八 C 的 真 值 表 


Pp gd 
0 0 
0 ] 
] 0 
] ] 


(3) 车- 了 A 合 ~B,A 人 SB 一定 为 真 ,证 明 如 下 . 
设 A.B 中 售 n 个 命题 变 项 . 设 aaz…a 为 A 的 成 页 赋值 , 则 aas…a 为 "4A 的 成 假 赋 
值 ,由 于 -A 合 -7B, 有 所 以 syQ1Q2 "On 为 BbB 的 成 假 赋值， 上 Ql Qs "a, 为 Bb 的 成 真 赋值 . 类 似 
地 , 硅 aaaz…oa 为 A 的 成 假 赋 值 ,可 推出 它 也 是 B 的 成 假 赋值 ,所 以 A 售 B. 
还 应 该 指出 ,A 仿 B, 也 必 有 了 A 售 -B 为 真 . 因而 结论 为 A 合 B 当 且 仅 当 -A 合 了 -BB. 
2.18 用 等 值 演算 法 证 明 公 式 A 为 重 言 式 ,只 需 证 明 A 售 1. 
(1) 在 演算 中 写 出 每 步 所 用 的 演算 规律 . 
(p>q) (Tg *» 7 p) 
晤 (了 pVg) 习 (了 -gqgV -pp) (蕴涵 等 值 式 ) 


SO(TPpVg (TpVg) ( 德 摩根 律 .交换 律 ) 
S(TpVgV (TPpVg) (一 涵 等 信 式 ) 
= ( 排 中 律 ) 


由 以 上 演算 结果 可 知 ,(p 一 gq) 一 (一 g 一 一 户 ) 为 重 言 式 . 
类 似 可 证 (了 -g 一 了 -了 p) 一 (pg) 为 重 言 式 ,从 而 (pq) 呈 (了 gqg> 一) 为 重 言 式 , 即 
p 产 g 售 了 7g 闻 一 p. 这 下 说明, 奉 原 命题 p>g 为 真 , 则 它 的 逆 否 命题 也 为 真 , 反 之 亦 然 ， 
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(2) (人 (一 力 VO) 人 (9 一 7 让) 一 (人 一 力 Vr) 
售 了 了 (( 了 pVg) 人 (mgVr))V ("pVr) (蕴涵 等 值 式 ) 


SO(pA TgV(gA mr V i pVr ( 德 摩根 律 ) 

SO((pA Tq)V Tp)V((gA Tr)Vr7) (交换 、 结 合 律 ) 
S(TqgV Tp)V (gqgVr7) (分 配 、 排 中 、 同 一 律 ) 
S(TqIVGV TpVr (交换 结合 律 ) 
SIV TPpVr ( 排 中 律 ) 

= ( 堆 律 ) 


分 析 由 以 上 演算 可 知 , 题 (2) 中 公式 为 重 言 式 ,并 注意 到 
((TpVa) A( 一 r) 一 (一 力 V7) 
仿 ((p>g) 人 (gr)) 一 (p>r) (蕴涵 等 值 式 ) 
可 知 ,((pq) 和 人 (gr)) 习 (pr) 也 为 重 言 式 , 这 正 是 推理 理论 中 的 假 言 三 段 论 的 代 
换 实 例 . 

2.19 证 明 公 式 A 为 矛盾 式 , 只 需 证 明 A 合 0. 
(1) (p>g) Nghr 

ST(TpVg)AgAr (蕴涵 等 但 式 ) 

SO(pA 人 7g)AgAr  ( 德 靡 根 律 ) 

SpA(TgAg)Ar (结合 律 ) 


SpAONr ( 政 导 律 ) 
0 ( 零 律 


(2) “(p>(pVg)) 
OT (TpVpVg) (蕴涵 等 值 式 ) 


OT (IVg) ( 排 中 律 ) 
一 | ( 雯 人 律 ) 
0 


分 析 ”从 演算 中 不 难 发 现 ,p 习 (pV g) 为 重 言 式 . 
2. 20 用 等 值 演算 法 证 明 A 售 B, 通 常 有 以 下 4 种 方法 : 
方法 1 证 明 AB 为 重 言 式 ; 
方法 2 从 A 出 发 经 过 等 值 演算 得 B; 
方法 3 从 玫 出 发 经 过 等 值 演算 得 A; 
方法 4 证 明 ASCABSC, 则 得 A 人 SSB. 
人 们 常用 方法 2 与 方法 3, 方 法 1 演算 步 虹 
(1) 这 里 用 上 述 4 种 方法 证 明 . 
方法 1 证 明 ((p 一 gq) 人 (pr))(p 习 (gqg 人 7)) 为 重 言 式 . 
((p>g) A(p—>r))o (p>(g Ar)) 

今 ((”pVo)ACnpVr)e npvV(GAr) (蕴涵 等 值 式 ) 

SO(TIpV(gAr) oe(T pV (g Ar)) (分 配 律 ) 

二 | 
分 析 ”对 于 任何 公式 A 来 说 , 均 有 A 全 A, 即 AeA 为 重 言 式 ,所 以 ,以 上 演算 利用 了 这 


分 题 仙 办 


个 结果 ,使 演算 步骤 简化 多 了 . 
方法 2 从 左 到 右 演算 . 
(p>g) A (p>r) 
售 ( 了 pVg) 人 (了 -pVr) (蕴涵 等 值 式 ) 
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STPpV (gq Ar) (分 配 律 ) 
Op>(g 人 7) ( 纺 涵 等 值 式 ) 
方法 3 从 石 到 左 演算 . 
p>(g Mr) 
OTpV(g Ar) ( 纺 涵 等 但 式 ) 


售 ( 了 pVg) 人 (了 pVr) (分 配 律 ) 
SO(p>g) A(p>r7) ( 缠 涵 等 值 式 ) 
方法 4 证 明 左 、 右 都 等 值 于 某 公 式 C. 
左 : (p>g) MN(p—>7) 
全 (ppVq)ACnpVr) (蕴涵 等 值 式 ) 


OG- pV gM) (分 配 律 ) 
STpV(gAr) (更 涵 等 值 式 ) 


在 这 里 公式 C 为 "pV (gr). 
说 明 一 般 只 要 采取 一 种 方法 证 明 即 可 ,当然 要 找 人 简单 的 方法 . 常用 的 方法 是 方法 2 


= i 
(2) 从 左 到 右 证 明 ， 
"(pg) 

-7((p—>g) MN (g—>p)) (等 价 等 值 式 ) 
OT7((TpVg) A(mqgV p)) (蕴涵 等 值 式 ) 
今 ”((-phAnoVCnpA)VGAnoVCGA)) (分 配 律 ) 
ST((TpATqg)VOVOV (pAg)) ( 才 导 人 律 ) 
ST((TpA Tg)V (pAg)) (同一 律 ) 
SO(pVg) 人 一 ( 访 信 0) ( 德 摩 根 律 ) 


各 从 右 到 左 证 明 ,也 要 经 过 6 到 1 步 ， 

2.21 将 某 公 式 A 等 人 地 化 成 某 联结 词 完备 集中 的 公式 ,所 得 公式 的 形式 可 能 不 唯 
一 ,但 它们 都 应 该 彼此 等 值 (因为 它们 都 与 A 等 值 ) 

(1) p>(g™>r) 


STpV(TgVr7) ( 强 涵 等 值 式 ) 
SPV TqgVr (结合 律 ) 


后 两 步 得 到 的 公式 都 是 { ,VV ， 信 ) 中 的 公式 ， 
(2) (p>) Vr 


S(TPVg Vr ( 缠 涵 等 值 式 ) 
SpA Tg Vr ( 德 摩根 律 ) 


后 两 步 得 到 的 公式 均 为 { 卫 ,V , 信 } 中 的 公式 . 
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(3) peg 
SO(p>gq) A(g™>p) (等 价 等 值 式 ) 
O(TpVg)A(mgV Dp) (总 涵 等 值 式 ) 
G(T pVg) A(pV 71g) (交换 律 ) 


后 两 步 所 得 公式 均 为 {一 ,V , 作 } 中 的 公式 . 
2.22 (1) 演算 中 要 使 用 双重 否定 律 . 


(pAMgq)V mr 
会” (pAg)V nr) 
全 一 (一 ( 旋 人 心 
最 后 一 步 所 得 公式 为 {4”，A} 中 的 公 陈 ， 演算 中 关键 步 又 为 双重 否定 健 
(2) (p>qg)—>r 
ST(TPVI Vr ( 强 洱 守 仁 式 ，) 


Ol(ph Tg)Vr 
Sn TI((phA Tg) Vr) 
OT(T(pA TG A TT7) 
最 后 一 步 所 得 公式 为 {一 , 八 } 中 的 公式 . 
2 (1) 演算 中 要 使 用 双重 否定 律 


p 人 | 人 一 7 
ST(pAhgA -7) (双重 否定 律 ) 
O77mpY -mgV7) ( 德 摩根 律 ) 


最 后 一 步 所 得 公式 为 {一 ，V } 中 的 公式 ， 
(2) pA-(pAr) 


SpA(TPpY TT7) ( 德 摩根 律 ) 
ST(pV TIPpV 17)) ( 德 摩根 律 ) 
最 后 一 步 所 得 公式 为 {一 ,V } 中 公 
(9) Te) 
SO(p>g) A(g>p) (等 价 等 值 式 ) 
SO(TpVg)A(mgV pp) (蕴涵 等 值 式 ) 
ST7((TpVg)A(mqgVp)) We 


On(T(TPVGV Ti(TqVp)) 
一 步 所 得 公式 为 (一,，V ) 中 公式 . 
2.24 (1) 本 小 题 给 出 pVg Vr 两 个 等 值 形式 的 { 一, 一} 中 的 公式 . 


pVqVr 
SO(T TPVg Vr (双重 否定 律 . 结 
SO(T p>q) Vr ( 理 涵 等 值 式 ) 
SOOT(Tp Yqg) Vr (双重 否定 律 ) 
OT(T p>g)>r ( 缠 涵 等 值 式 ) 
处 pVgVr 


STpV(T TqgV7) (双重 否定 律 ) 


全 和 华 ) 


OnTp>(Tg Yr) ( 绚 涵 等 值 式 ) 
7 
3 
SnT(T(p™Yqg) V7) 
Ee 
最 后 一 步 所 得 公式 为 {了 ,说 } 中 的 公式 . 
2.25 ”在 以 下 演算 中 常用 竹 每 律 . 


(1) fr*og 
SOpVg (蕴涵 等 值 式 ) 
全 ”mm (TpVg) (双重 否定 律 ) 
OT (pA -9g) ( 德 摩 根 律 ) 
合力 个 一 gg (个 的 定义 ) 
Sp - (gAg) ( 客 等 律 ) 
SOp¢ (ghg) (个 的 定义 ) 

pp 个 (gq 个 gq) 已 为 {个 } 中 的 公式 . 

0 
OpVg (蕴涵 等 值 式 ) 
STT(TPpVg) (双重 否定 律 ) 
EO- ("pyg) (y 的 定义 ) 
邻 ” (~ (DVDb)yY9) ( 舌 等 律 ) 
OT7((pyp)y9) (vy 定义 ) 
OT((pyp) Yq VpY py gq)) ( 客 等 律 ) 
SO((pyp) yay (pyp) Yo) (Vy 定义 ) 


最 后 一 步 所 得 公式 为 {v } 中 的 公式 . 
(2) 由 (1) 中 演算 可 知 
"pVg 
Op (gg) 人 


命题 远 


SPYPVD YPpYP) YY) (已 为 {y } 中 公式 ) 


2.26 (1) (np 一 0) 一 (VDh) 
SO(pVgq>( TqgV py) 
ST(pVgV (TqgVDp) 
S(TpA Tg)V migVp 
STqVp 
SO((pV Tp)ATqGV (IpA(TqgVg)) 
S(TpATqV pATqV pA Tq)V (pAg) 
Sm Vm Vm 

成 真 赋值 为 00、10、11. 
(2) ”npvo)A 人 Ad 


( 缠 涵 等 值 式 ) 
(更 涵 等 但 式 ) 
( 德 摩 根 律 .结合 律 ) 


(吸收 律 ) 
( 排 中 律 ) 
(分 配 律 ) 


今 户 人 ”0 A 人 dg ( 德 摩根 律 、 双 重 否 定律 ) 
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兮 方 人 (9A 人 0) (结合 律 ) 
SpAd0 9 
OO 侍 


该 公式 为 矛盾 式 , 故 无 成 真 赋值. 

(3) (pV(gAr))—>(pVogVr) 
Sn(pV(gqgAr))VpVaVr 
SpA(TqV ir)VpVoaVr 
SCTpATOOV TPATr DV (pVag) Vr (分 配 律 结 合 律 ) 

今 (”(pVoVCpVo)VCnpAnrVr ( 德 摩根 、 交换 、 结合 律 
SIV((T7pA -Tr V7) ( 排 中 律 ) 

= (雪人 律 ) 

Sm Vm Vm V 7 Vm Vm VmeVm 

由 演算 结果 可 知 , 公 式 为 重 言 式 , 全 部 赋值 都 是 成 真 赋值 . 

分 析 在 (3) 的 演算 中 ,如 有 果 不 用 ( 德 摩根 交换、 结合 律 ) 这 一 步 , 演 算 过 程 将 是 很 长 的 ， 
需要 将 (了 pA 人 gq)、( 了 pp 八 一 r)、p.qgsr 全 派生 出 极 小 项 , 共 12 个 极 小 项 ,然后 用 暴 等 律 得 
到 8 个 极 小 项 . 

2.27 解 本 题 可 以 用 以 下 两 种 方法 . 

(1) (p>q)>(TqgVDp) 
On(pVg)V TgVp 


(蕴涵 等 值 式 、 双 重 否 定律 ) 


S(TpATqV TqgVp ( 德 摩根 律 ) 
SO(pV 7109) (吸收 律 、 交 换 律 ) 
OM 
成 假 赋值 为 01. 
(2) (TpVg)Ag 
OpA(-mgAg) ( 德 摩根 律 ,双重 否定 律 、 结 合 律 ) 
SpA0 (下 让 律 ) 
OO (雪人 律 ) 


SM AM 人 NM 人 Mi: 

成 假 赋 值 为 00.01、10 、11. 

(3) 由 题 2. 26 可 知 

(pV(gAr))>(pVagVr) 
Ol 

由 于 公式 为 重 言 式 ,所 以 主 合 取 范式 为 1, 无 成 假 赋值 . 

方法 2 用 题 2. 26 给 出 的 主 析 取 范式 ,立即 可 求 出 各 公式 的 主 合 取 范 式 . 为 方便 起 见 ， 
设 (1)、(2)、(3) 中 公式 分 别 为 A、B、C. 利用 题 2. 26 的 结果 求 A.B.C 的 主 合 取 范式 . 

(1) 易 知 , 一 A 售 mi ,而 

AS-7(7A)S-TmSM, 


命题 地 于 


(2) 一 了 人参 1 全 加 Vm Vm;: Vm ,于 是 ， 
BSO7T(7TB) 
SO (mVm Vm Vm;) 
Sm A mA Tm AN 7 ms 
SM 人 MI 人 NM 人 Mi 
(3) TCS0 
COT(TC)SOT-T081 
C 的 主 合 取 范 式 为 1 ,无 成 假 赋值 . 
2.28 ” 设 (1) 与 (2) 中 公式 分 别 为 A 和 BB. 
(1) A=(p Ag)Vr 
全 (pAgA(TrVn)V((TpVp)A(mgqVg)Ar) ( 排 中 律 \ 同 一 律 ) 
SO(pAgqgA mr VpAgqgArV( (TpA7TGAr) 
V( 六 AdArVCGDAn9ArV(AA) (分 配 律 ) 
Om Vm Vm Vm Vms Vm 
Om Vm Vm Vm Vm (交换 律 , 军 等 律 ) 
于 是 "AOCm Vm Vm 
AS- "ASM, (MAM, 
(2) B=(p™>g) MAM(g™>7) 


OO(TpVg)A(mqVr7) (总 涵 等 值 式 ) 
S(TpATgV (TpADV(gAr) (分 配 律 , 零 律 ) 
S(TpATgA TV (TpATgAn DV (TpAgAr) 

V(pAgAr) ( 排 中 律 、 同 一律 . 震 等 律 ) 
Sm V 7 V 723 Vm 
于 是 7BEOmVm V 7 Vmse 


Be-7.(7B)SOM,AM,AM:AM: 

分 析 其实 ,对 于 任意 命题 公式 A, 只 要 求 出 了 A 的 主 析 取 范式 ,就 知道 了 A 的 所 有 成 
真 赋值 ,因而 也 就 知道 了 A 的 成 假 赋值, 每 个 成 假 赋值 对 应 一 个 极 大 项 ,所 有 成 假 赋 值 对 应 
的 极 大 项 的 合 取 式 即 为 A 的 主 合 取 范式 . 在 本 题 (1) 中 , 求 出 A 的 主 析 取 范式 之 后 ,可 知 ， 
000、010、100 是 A 的 成 假 赋值 ,它们 对 应 的 极 大 项 分 别 为 Mo。、M;、M, 因 而 A 的 主 合 取 范 
式 为 Mu 人 M: AM. 对 (2) 中 公式 可 类 似 讨 论 . 

另外 , 若 知道 公式 A 的 主 合 取 范式 ,就 知道 了 A 的 全 部 成 假 赋值 ,从 而 知道 A 的 全 部 
成 大 赋值 ,所 有 成 破 赋 值 对 应 的 全 体 极 小 项 的 析 取 式 即 为 A 的 主 析 取 范 式 . 

2.29 (1) 中 公式 的 真 值 表 如 表 2. 16 所 示 . 

由 表 2. 16 可 知 , 题 (1) 中 公式 的 成 真 赋值 为 001.011.110、111, 它 们 对 应 的 极 小 项 分 别 
为 11 va 6 7 所 以 (六 Ad)V(Cn” DA 站 的 主 析 取 范式 为 ma Vs V me Vmr+. 由 趴 值 表 
也 立刻 可 知 , 它 的 主 合 取 范式 为 Mo 人 M: Ms A Ms. 

题 (2) 中 公式 的 真 值 表 如 表 2. 17 所 示 . 
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表 2.16 (PPAg)V(”PAr) 的 真 值 表 


p (PADV Cp 
0 0 0 0) 0 0 
0 0 ] 0 ] ] 
0 ] 0 0 0 0 
0 ] ] 0 ] ] 
| 0 0 0 0 0 
a 0 ] 由 0 0 
] ] 0 ] 0 ] 
] ] ] ] 0 ] 
表 2.17 (p>g) 一 (pg) 的 真 值 表 
p q pYq ( 力 一 9) 一 《人力 7 9g) 
0 由 ] 0 0 
0 ] ] | ] 
] 0 0 ] ] 
] 1 ] 0 0 


由 表 2.17 可 知 , 题 (2) 中 公式 的 成 下 赋值 为 01 和 10, 它 们 对 应 的 极 小 项 为 mw 和 mm;， 
所 以 题 (2) 中 公式 的 主 析 取 范 式 为 mV ms , 妈 
(p>qg)>(po 7g) Om Vm 
又 不 难看 出 , 题 (2) 中 公式 的 主 合 取 范 式 为 Mo AM:. 
2.30 ”因为 任何 命题 公式 的 主 析 取 范式 都 是 唯一 的 ,因而 A 售 B 当 且 仪 当 A 与 B 有 相 
同 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 . 
设 A=p>(g>r),B=g>(p>r),C=(p>qg)>r,D==(p Ag)>r， 先 求 出 A、B、C.D 
的 主 析 取 范式 ,方法 可 以 不 限 . 这 里 用 等 值 演 算法 求 主 析 取 范式 ,请 十 出 每 步 所 用 的 演算 
A=p>(g™>r) 
OTPpV TqgVr 
OM 
Om Vm Vm Vm Vm VmVm 
by “(p>*r) 
SgV TpVr 
ONTpV ngVr 
OM 
Om Vm Vm Vm Vm Vm Vm 
C=—=(p>q)>r 
S(TPpVg Vr 
SO(phA Tg Vr 
全 (六 人 ”ngAGCnrVrD)VCCnbDVAp) AGOV9) Mr) 
SpATgA mr VpATgAr VTpA7TqAr) 


分 题 远 办 


Vl(-7pAgqgAnPDV IpATqgArV (pAgAr) 
Sm Vm Vm Vm Vm Vm 
Om Vm Vm Vm Vm 
D=(pN\g)>r 
SOn(pAg)Vr 
OnpV nqgVr 
全 Mi 
Om Vm Vm V 7 V 7 V 7 Vm 
由 以 上 演算 可 知 ,A.B、D 有 相同 的 主 析 取 范 式 .于 是 ,A 今 B, 而 C 令 D. 
2.31 设 p; 派 赵 出 国 ,q: 派 钱 出 国 ,x: 派 孙 出 国 ,s; 派 李 出 国 ,1; 派 周 出 国 , 则 各 条 件 
分 别 符号 化 为 : 
(1 os, 
(2) (s Vz). 
(3) (g A 77)V (Tg Ar). 
(4) (r ADV (mr A 7s). 
(5) t>(p Mg). 
要 求 满足 各 条 件 , 因 而 要 求 (1) 一 (5) 的 合 取 式 为 真 . 设 
A=(p>g) A(sVt) A\((gA7Tr)V (Tg Ar)) 
A((rAsV TrA Ts)) ACr>( 记 人 0)) 
为 了 求 出 各 派 遗 方案 ,应 求 出 A 的 主 析 取 范式 , 主 析 取 范 式 中 含 的 极 小 项 个 数 为 派遣 
方案 数 , 由 各 极 小 项 的 成 真 赋值 给 出 如 何 派 法 . 所 以 要 求 出 A 的 主 析 取 范式 . 
下 面 给 出 求 A 的 主 析 取 范 式 的 主要 步骤 : 
AS((TpVg)ACGVD)) A(((gA Tr)V (Tg Ar)) 
ACrAsDVOoir A 7 ACnEYV Cp NA)) 
SO((TpA VTPpADV GgANs)V (gq Ar)) 
A 人 ((g9AnrAnsVCn9gArA)ACnEIV pAg)) 
合 (( 力 人 ”99ArASVCnPAADrADmSAD 
Vl(gA TrA7Ts AD)ACTEV Gp Mg)) 
S(TpATgArAsAT DV ipAgA TrA TsA7) 
Ome V ms 
易 知 ,成 中 赋值 为 00110 与 11001. 
方案 1: 孙 、 字 出 国 , 而 赵 、 钱 、 周 不 去 . 
方案 2: 赵 、 钱 、 周 出 国 , 而 孙 、 季 不 去 . 
2.32 此 问题 应 分 下 面 几 步 解答 . 
JU 将 给 定 的 语句 符号 化 (本 题 已 给 出 ). 
写 出 推理 的 形式 结构 : 
AAA 人 … 人 Ai 一 局 ( 关 ) 
判断 ( * ) 是 否 为 重 言 式 ,方法 很 多 ,如 等 值 演算 法 、 呐 值 表 法 . 主 析 取 范式 法 .构造 证 
明 法 (对 正确 的 推理 ) 、 找 成 假 赋值 (对 不 正确 的 推理 ) 等 . 


韦 _N 小 


离 族 数 学 习题 解 仁 与 学 习 指 时 (条 3 版 ) 


(1) 推理 的 形式 结构 为 
(p>q) 人 力 一 0 ( 关 ) 
可 以 用 多 种 方法 证 明 (* ), 为 重 言 式 . 这 里 给 出 等 值 演算 法 的 证 明 ， 
(py Np 
O(NTPVq) ApYq (蕴涵 等 值 式 ) 
(TpAp)V(gAp) 一 p (分 配 律 ) 
Ol(g 人 力 ) 一 旋 (矛盾 律 .同一 律 ) 
O77(gNMp)Vp (蕴涵 等 值 式 ) 
OgV (TpVDp) ( 德 摩根 律 ,结合 律 ) 
OngV1 ( 排 中 律 ) 
Ol (雪人 律 . 
由 于 (* ); 为 重 言 式 , 所 以 推理 正确 . 
其 实 , 由 假 言 推理 定律 ,立即 可 知 ,推理 正确 . 
(2) 推理 形式 结构 为 


(g—>p) Np—>q ( ¥% )2 
这 里 用 主 析 取 范 式 法 判断 (* ), 是 否 为 重 言 式 . 
(g™>p) 人 轧 一 0 
O(nqgVp) Np>q ( 强 涵 等 值 式 ) 
Op>qg (吸收 律 ) 
= ( 列 涵 等 值 式 ) 
OM, ( 主 合 取 范式 ) 
Sm Vm Vm ( 主 析 取 范 云 ) 
由 于 (x ), 的 主 析 取 范 式 不 含 全 部 4 个 极 小 项 ,所 以 (* ), 不 是 重 言 式 ,10 是 成 假 赋值 ， 
所 以 推理 不 正确 . 
(3) 推理 的 形式 结构 为 
(gqg*p)N\ "p> ng ( 关 )3 
由 于 (x ), 是 拒 取 式 的 代入 实例 ,所 以 (* ), 正确 . 当然 也 可 以 用 其 他 方法 证 明 (* )， 
为 重 言 式 . 
分 析 通过 本 题 的 判断 过 程 , 可 以 总 绪 出 以 下 几 点 结论 : 
由 厂 东 推理 的 形式 结构 是 菜 条 推理 定律 的 代入 实例 , 则 立刻 可 知 推理 正确 ,例如 本 题 
的 (3). 
右 能 观察 出 菜 推理 的 形式 结构 的 成 假 赋值 , 则 立刻 可 知 对 应 的 推理 不 正确 ,如 本 题 
中 的 (2). 
右 看 不 出 是 中 或 馈 的 情况 ,就 用 等 值 演算 法 . 主 析 取 范式 法 、 真 什 表 等 方法 判断 ;还 
可 以 用 构造 推理 的 证 明 来 说 明 推理 正确 . 
2.33 设 zx,y,z 表 示 3 个 开关 ,FF 二 1 表示 灯亮 ,FE=0 表示 灯 黑 . 不 妨 设 当 > 一 y 王 > 一 
1 时 灯亮 . 下 与 x ,y,z 的 关系 如 表 2.18 所 示 . 于 是 ,由 下 的 成 真 赋值， 
F=(T7rATyAz VTrAyATz)IV (rTA TyATz)IV(rAyAz) 


表 2.18 


rr | 忆 


2. 34 


i 


] 
] 


0 


(1) s 和 c 的 真 值 表 如 表 2. 19 所 示 . 于 是 
s=(TTNY V(rIA TY) 
c=rxhNy 


(2) s 和 ec 的 真 值 表 如 表 2. 20 所 示 . 于 是 


s—("7zTATyAzIVC rT Ay ATz)IVCrAT7TyA Tz)IV (rhAyA2z) 
c=(TrANyAz VC (rTATyAzIV i rTAyA Tz)IV (rNAyAz) 


表 2.19 
0 0 1 
0 ] 0 
0 ] ] 
0 0 0 

2.35 (1) 证 明 : 

Darr 

(© mr 

3) 7g 

"pVg 

© -p 


(2) 下 接 证 明 法 : 
QD p>(g™>;s) 
TpV(7TgVs) 
TgV(7TPpVs) 
q 

(9) TpVs 

p>Ys 

GO pV mr 

8 r=>p 

yg 
附加 前 提 证 明 法 : 
Dr 

pV Tr 

p 

(4) p>(g™>;) 


表 2.20 


本 拓 引 入 
本 拓 引 入 
中. 忆 拒 取 式 
本 拓 引 入 


机 拓 引 入 

由 置换 

醒 拓 引入 

色 0 .由 析 取 三 让 论 
本 拓 引 入 

中 首 损 

8 、@ 假 言 三 段 论 


附加 前 提 引 入 
前 提 引 入 

中 .四 析 取 三 段 论 
前 提 引 入 


一 | oo -~ 


| OO 


| 5 


| 5 


一 | 一 一 


| 


分 题 逻 办 
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人) gs @ .@ 假 言 推 理 
q 前 提 引 入 

Os  .@ 假 言 推理 
(3) 直接 证 明 法 : 

p>g 前 提 引 入 

bs 前 提 引 入 
(p>g) MN (p>7) 中 .外 合 取 

由 (npVo)A(CnpVr) (3 置换 
"pV(gAr) 置换 

p>(g Mr) 器 置 换 
附加 前 提 证 明 法 ， 

Dp 附加 前 提 引 入 
W p>q 前 提 引 入 

q 史书 假 言 推理 
J 前 提 引 入 

Or J .由 假 言 推理 
q Mr 四 .四 合 取 


分 析 构造 推理 的 证 明 时 ,证 明 序列 并 不 唯一 ,只 要 证 明 的 每 一 步 都 是 按 推理 规则 
进行 的 , 则 所 得 到 的 证 明 序 列 都 是 有 效 的 . 例如 在 本 题 (1) 中 ,大 对 也 中 公式 使 用 置换 规则 
就 得 到 一 gVr, 证 明 序 列 中 就 不 用 拒 取 式 推 理 规则 了 .类似 地 ,大 对 也 中 公式 使 用 置换 规则 ， 
则 得 到 公式 p>g, 证 明 中 就 不 用 使 用 析 取 三 段 论 规则 了 . 

Go 厂 推 理 的 结论 由 缠 涵 式 给 出 ,构造 证 明 时 ,就 可 以 用 直接 证 明 法 证 明 , 也 可 以 使 用 附 
加 前 提 证 明 法 证 明 . 不 过 ,一 般 说 来 ,附加 前 提 证 明 法 证 明 序列 较 短 ,并 且 易 于 思考 . 

2.36 (1) 将 简单 语句 符号 化 : 

p: 小 王 学 过 瑞 语 ; g: 小 王 学 过 日 培 ; 
r: 小 王 去 过 英国 ; s: 小 王 去 过 日 本 . 
(2) 前 提 : pVg,p>r,r>s; 

结论 : gV 5. 
(3) 构造 证 明 . 


DD Fr 前 提 引 入 

四 一 前 提 引 入 

p>s 员 . 忆 假 言 三 段 论 
pVg 前 提 引 入 

©) "7gVp 由 置换 

下 名 置换 

WO 了 本 © 、 3 假 言 三 段 论 
qVs 中 ) 置换 

2.37 (1) 将 简单 语句 符号 化 : 


p: 村 淑敏 是 理科 生 ; g: 到 淑敏 是 文科 生 ; 


命题 多 和 


(2) 前 提 : Drs "Hos fs 
结论 : 0。 


(3 构造 证 明 : 


QD p>r 前 提 引 入 

-rr 前 提 引 入 

下 由 . 凶 拒 取 式 
i 前 提 引 入 

q 3). 提取 式 

问 : 大 在 以 上 的 证 明 中 ,不 使 用 拒 取 式 , 应 如 何 证 明 ? 
可 证 明 如 下 : 

D "gp 前 提 引 入 
前 提 引 入 

Sr 员 . 避 假 言 三 段 论 
qVr 置换 

©) ”7 前 提 引 入 

q 由 .名 析 取 三 段 论 
再 问 : 奢 在 第 二 个 证 明 中 既 不 使 用 拒 取 式 ,也 不 使 用 假 言 三 段 论 , 应 如 何 证 明 ? 
可 证 明 如 下 : 

D "gp 前 提 引 入 
QaVp 山 置 换 

B= 前 提 引 入 

"pVr (置换 

7r 前 提 引 入 

让 由 .名 析 取 三 段 论 
Dg .8 析 取 三 段 论 
在 以 上 的 证 明 中 , 步 又 数 分 别 为 5.6、7, 可 见 第 一 个 证 明 最 好 . 
2.38 (1) 

Dp 结论 的 人 耕 定 引入 
p> 1g 前 提 引 入 

"gq 由 . 凶 假 言 推理 
mrVad 前 提 引 入 

SS 二 .由 析 取 三 段 论 
"his 有 前提 引入 

(DY 化 简 

四 ”rrAr 中 .OO 合 取 

由 于 为 予 盾 式 , 所 以 原 推理 正确 . 

(2) 


(D "(rrVs) 结论 的 否定 引入 
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六 人 一， 
了 

和 

®) p>r 
"pp 

OD q 一 5 

4 
pVg 
Wp 
D-php 


山 置 损 

多 化 简 

前 提 引 入 
多. 包 拒 取 式 
前 提 引 入 

由 .OO 拒 取 式 
前 提 引 入 


电 ,. 归 析 取 三 段 论 


(© 、WD 合 取 


由 于 名 为 矛盾 式 , 所 以 推理 正确 . 


分 析 对 于 本 题 ,对 于 (1) 用 和 耳 接 证 明 法 比 归 诬 法 简单 ,对 于 (2) ,用 归结 证 明 法 简单. 


(1) 用 直接 证 明 法 证 明 ， 


Q) rA7s 

Or 

TrVg 

由 1 

WV p>7g 

7 

(2) 用 归结 法 证 明 . 


首先 将 诸 前 提 及 结论 的 否定 化 成 简单 析 取 式 ,把 前 提 改 与 为 
六 提 :: 户 V dg， i TgVs, r,s, 5, 


证 明 : 
(DpVg 
下 直下 
3gVr 
VS 
DrVs 
Fr 
(Ds 

7s 
0 


由 以 上 证 明 可 知 , 归 结 法 是 比较 好 的 证 明 方 法 . 
2. 39 先 将 诸 前 提 及 结论 的 否定 化 成 简单 析 取 式 , 把 前 提 改写 成 


前 提 引 入 
中 化 简 
前 提 引 入 


包 , 翅 析 取 三 段 论 


前 提 引 入 
由 .名 拒 取 式 


前 提 引 入 
前 提 引 入 
中、 归结 
前 提 引 入 
中 .由 归结 
前 提 引 入 
中 归结 
前 提 引 入 
WB 归结 


朋 提 : pVgs "pVr, irVs, mq,™s. 


证 明 : 
DpVg 
TpVr 
gqVr 


前 提 引 入 


前 提 引 入 


中、 世 归 第 


"rys 前 提 引 入 
(DaqVs G .由 归结 
二 前 提 引 入 
GD 中 .3 归结 
四 -; 前 提 引 入 
0 只 .8 归结 


说 明 (1) 用 归结 法 证 明 时 ,结论 都 是 0, 不 需要 写 出 ， 


命题 远 故 


韦 D 瀣 


(2) 结论 的 否定 了 (gqgVs) 今 TgA -7s, 它 有 2 个 极 小 项 -gq 和 一 s, 故 在 前 提 中 添加 了 
| 相 一 5s. 

(3) 对 乌 、. 虽 使 用 归结 规则 时 ,应 将 -gq 看 成 了 gV 0. 类 人 地 ,对 忆 、. 久 使 用 归结 规则 时 ， 
将 ; 看 成 和 V0, 一 s 看 成 了-s V0. 

2.40 本 题 的 前 提 与 结论 的 否定 已 是 向 单 析 取 式 ,把 前 提 改 写成 

前 提 : p, -pVr,-rVs,7s. 


证 明 ; 

Dp 闻 提 3 引入 

"pVr 前 捉 引 入 

山 . 凶 归 结 

rrVs 前 提 3 引 入 

©;s G) .由 归结 

本 前 捉 引 入 

G 0 中 .直上 归结 

分 析 ”本题 可 用 百 接 证 明 法 证 明 如 下 ， 
Dp 机 提 5 引 入 

pVr 前 提 引 入 

r 中. 忆 析 取 三 段 论 
mrV5 前 提 引 入 

Os QQ) .由 析 取 三 段 论 


2.41 先 将 谱 前 提 及 结论 的 否定 化 成 简单 析 取 式 ,把 前 提 改 为 
采 提 : TpV TqgVs, TrVp,gqr, hs 


证 明 : 

(DD pV gqgVs 朋 提 5 引入 
q 采 提 引入 
"pVs .归结 
"rvVp 前 提 引 入 
mrVs GO) .由 归结 
玉 提 引入 
WO 中 归 结 
四 7s 前 提 引 入 
0 .马上 归结 
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分 析 ”本题 也 可 用 和 直接 证 明 法 或 附加 前 提 证 明 法 , 见 下 面 的 证 明 . 

用 附加 前 提 证 明 法 证 明 

Dr 附加 前 提 引 入 

"ep 采 提 引入 

p 器 假 言 推理 

(gs) 采 提 引入 

(9 gq>s Q@ .由 假 言 推理 

q 前 提 引 入 

O's (© 假 言 推理 

用 和 直接 证 明 法 证 明 : 

(WD p>(g™>s) 表 提 引入 

| 只 置换 

q 前 提 引 入 

ns 包 . 色 假 言 推理 

(oe 前提 引 入 

© r—>s 由 . 色 假 言 三 段 论 

2.42 (1) 将 简单 语句 符号 化 . 

令 : p: 周强 是 上 海 人 ,gq: 周强 是 复旦 大 学 的 学 生 ,r: 周强 是 中 山大 学 的 学 生 ,s: 周强 
想 离开 上 海 . 

(2) 前 提 : p(gVr),7s> Tr,phN 7 s; 

结论 : 4. 

(3) 将 诸 前 提 及 结论 的 否定 化 成 简单 析 取 式 ,把 前 提 改 写 为 

前 提 :， pVgVr,sV nr,p, Ts, 0， 

证 明 : 

D 7pVgVr 采 提 引入 

Op 前 提 引 入 

qdVr 由 . 急 归 络 

SV ir 有 前提 引入 

(©) 1s 前 提 引 入 

1 山中 归结 

q o . 电 归 续 

| 前 提 引 入 

0 JO. 电 归结 

分 析 ”本题 也 可 用 下 接 证 明 法 证 明 . 

中 户 人 一 ; 采 提 3 引入 

p 中 化 简 

i 中 化 简 


p>(gVr) 
gqVr 
ee 
Q) “r 

q 


俏 题 还 帮 


前 提 引 入 2 
前 提 引 入 2 
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一 阶 示 和 辑 


3.1 内 容 提 要 

1. 一 阶 逻辑 基本 概念 

个 体 词 ”个体 常 项 个体 变 项 ,个体 域 有限 个 体 域 , 全 总 个 体 域 . 

谓词 ”谓词 党 项、 谓词 变 项 、1 元 谓词 (表示 事物 性 质 ) .n(n 三 2) 元 谓词 (表示 事物 之 间 
的 关系 ) .0 元 谓词 .特性 谓词 . 

量词 全称 量词 .存在 量词 . 

命题 符号 化 ” 设 DD 为 个 体 域 . 

(1)“D 中 所 有 x 都 有 性 质 下 上 ”, 符 号 化 为 


YrxF (zx) 
(2)“D 中 存在 zx 具有 性 质 F”, 符 号 化 为 
dzF(x) 
(3)“ 对 DD 中 所 有 x 而 言 ,如 果 xz 有 性 质 下 , 则 x 就 有 性 质 G”, 和 从 号 化 为 
Vr(F(r)>G(7x)) 


(4)“D 中 存在 x 具有 性 质 下 ,又 有 性 质 G”, 符 号 化 为 
dr(F(r) AGGCz)) 
(5)“ 对 于 DD 中 的 所 有 xz 和 >y 而 言 ,大 x 有 性质 下 ,y 有 性 质 G, 则 xz 与 y 有 关系 五 ”, 符 
忆 化 为 
Vr Vy(F(rx) MG(yY>H(zr,y)) 
(6)“ 对 于 DD 中 所 有 x 而 言 , 硅 x 具 有 性 质 下 ,就 存在 y 有 性质 G, 并 有 日 x 与 y 有 关系 
H”, 符 号 化 为 
Vr(F(r)—> dy(G(y) 人 万 (zyy))) 
(7)“ 和 存在 D 中 的 x 有 性 质 F, 并 且 对 DD 中 所 有 y 而 言 ,如 采 y 有 性 质 G, 则 xz 与 y 就 
有 关系 五 ? ,符号 化 为 
了 JrzGFGz) A Vy(G(y) >H(z,Yy))) 
(8)“D 中 存在 着 x 与 y,z 有 性 质 下 ,y 有 性 质 G, 并 且 x 与 y 有 关系 互 ”, 人 符号 化 为 
dx dy(F(rx) MG(y) A H(zx,y)) 
一 阶 远 辑 公式 .解释 与 赋值 分 类 . 
一 阶 语言 x 字母 表 、 项 .原子 公式 、 合 式 公式 (公式 ) .指导 变 元 .量词 的 辖 域 . 目 由 出 现 
的 个 体 变 项 约束 出 现 的 个 体 变 项 . 闭 式 及 性 质 、 公 式 的 解释 与 赋值 永 真 式 ( 仙 辑 有 效 式 )、 


一 阶 远 故 


矛盾 式 ( 永 假 式 ) .可 满足 式 . 代 换 实例 . 

2. 一 阶 逻辑 等 值 演算 

一 阶 逻 辑 等 值 式 与 基本 等 值 式 : 

等 值 式 ”A 仿 B 当 且 仅 当 AB 为 永 真 式 . 

基本 等 值 式 : 

第 一 组 ”命题 逻辑 重 言 式 的 代 换 实例 . 

第 二 组 ”一 阶 迎 辑 中 的 重要 等 值 式 : 

(1) 量词 否定 等 值 式 : 

7 YrA(r)S dr 7 A(xr); 

mdJzA(Cz) 全 yznA(Cz)， 

(2) 量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ,A(x) 中 之 是 日 由 出 现 的 ,B 中 不 含 z 的 目 由 出 现 , 则 
有 下 面 8 个 等 值 式 : 

WO Yr(A(r)V B)SOVYrA(r)VB; 

Vr(A(zx) AB)SOVrA(r) MB; 

Vr(A(zx)—B)S jdrA(r)—B; 

Yr(B>A(zx)) OB> YrA(zr); 

®) dr(A(r)V B)S drA(r)VB; 

dr(A(rx) AB)S drA(r) AB; 

OO dr(A(x)>B)SOVYrA(r)—B; 

® jr(B>A(x))SB™> jrA(zr). 

(3) 量词 分 配 等 值 式 : 

Q) YrCA(r) ABCr)) SVYrA(r) A YrB(r); 

@ jzr(A(x)VB(r))S IrA(r)V 3zB(Cz)， 

一 阶 逻 辑 等 值 演算 的 2 个 规则 : 

(1) 置换 规则 . 

(2) 换 名 规则 . 

一 阶 逻 辑 前 束 学 式 : 

(1) 前 束 范 式 . 

(2) 与 公式 A 等 值 的 前 束 范 式 ( 也 称 A 的 前 束 范式 )， 

(3) 求 给 定 公 式 A 的 前 东 范 式 : 利用 重要 的 等 值 式 .置换 规则 、 换 名 规则 等 ,对 给 定 公 
式 A 进行 等 值 演算 ,直到 求 出 与 A 等 值 的 前 束 范式 . 

当 个 体 域 为 有 限 集 吕 二 {a ,as,…,a,) 时 ,可 以 消去 量词 ,将 YrA(x) 写 成 A(al) 作 
A(azs) A 人 AA(a,), JrA(r)S 丰 A(a) V A(as) VV Ala,). 


3.2 习 十 


3.1 设 个 体 域 为 实数 集 R, F(x): xz 二 5, 求 下 列 0 元 谓词 的 直 值 . 
(1) F(5). Fy FROZE (3) 下 (一 2)， (4) 下 (W6)， 
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(5) F( V27). (6) F(7.9). 
3.2 设 个 体 域 D={(zlz 为 英语 单词 }, 令 FIGz):Zz 售 字母 c. 求 下 列 各 0 元 谓词 的 


趴 值 . 


(1) F(about) (2) F(call) (3) F(error) (4) F(erect) 
3.3 将 下 列 命题 用 0 元 谓词 符号 化 . 

(1) 王 小 山 来 自 山东 省 或 河北 省 . 

(2) 除非 李 联 不 怕 吃 亩 ,否则 她 不 会 取得 这 样 好 的 成 绩 . 

(3) V2 不 是 有 理 数 . 

(4) 3 大 于 2 仅 当 3 大 于 4. 

3.4 设 个 体 域 为 D 二 {riz 是 人 }, L(x,y):X 吝 欢 y. 将 下 列 命 题 人 符号 化 . 

(1) 所 有 的 人 都 喜欢 赵 小 宝 . 

(2) 所 有 的 人 都 喜欢 某 些 人 . 

(3) 没有 人 喜欢 所 有 的 人 . 

(4) 每 个 人 都 喜欢 上 自己. 

3.5 设 个 体 域 为 全 总 个 体 域 , 又 令 M(z): xz 是 人 .将 题 3.4 中 4 个 命题 符号 化 . 
3.6 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 面 命题 符号 化 ,并 分 别 讨论 个 体 域 限制 为 (a)、(b) 条 件 时 命题 


的 真 值 . 


(1) 凡 整 数 都 能 被 2 整除 . 
(2) 有 的 整数 能 被 2 整除 . 


其 中 ,(a) 个 体 域 为 整数 集合 ;(b) 个 体 域 为 实数 集合 . 


3.7 设 个 体 域 为 整数 集 Z, L(x,y): XxX 十 y= 二 x 一 y, 求 下 列 各 式 的 真 值 , 


(1 LE(Lsl), (2) LE(230), 

(3) VyL(1,Y). (dj iblers2) 
(5) dz dyL(ssy), (6) Vz 了 dyL(Czyy)， 
(7) 了 yVzLCzyy). (8) VzyyLCzyy)， 


3.8 在 一 阶 逻辑 中 将 下 面 命题 符号 化 ,并 分 别 讨论 个 体 域 限 制 为 (a)、(b) 条 件 时 命题 


的 真 值 


(1) 对 于 任意 的 x, 均 有 x 一 2 二 (x 十 V2) (x 一 V2). 
(2) 存在 x, 使 得 x 十 5 二 9. 


其 中 ,(a) 个 体 域 为 自然 数 集合 ; (b) 个 体 域 为 实数 集合 . 


3.9 ” 设 个 体 域 为 整数 集 Z, 确 定 下 列 各 公式 的 真 值 . 


(1 Ye(r 0), (2) 了 zxz(z 一 0)， 

3 Yelr 2), (4) Yrx jdy(x’ =y). 

(5) dz Vy(x=y ). (6) yz jdy(xty=0). 

(7 dzdyu(te TY 6 (8) Yr Vy jdz(z= (x+y)/2). 


3.10 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 列 命题 符号 化 . 
(1) 没有 不 吃饭 的 人 . 
(2) 在 北京 卖 菜 的 人 不 全 是 东北 人 . 


一 阶 远 故 


(3) 目 然 数 全 是 整数 . 

(4) 有 的 人 天 天 银 炼 喘 体 . 

3.11 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 火车 都 比 汽车 快 . 

(2) 有 的 火车 比 有 的 汽车 快 . 

(3) 不 存在 比 所 有 火车 都 快 的 汽车 . 

(4) 说 凡是 汽车 就 比 火车 慢 是 不 对 的 ， 

3.12 将 下 列 命题 符号 化 ,个 体 域 为 实数 集合 R, 并 指出 各 命题 的 夏 值 . 
(1) 对 所 有 的 x, 都 存在 ,使 得 zx，y 王 0. 

(2) 存在 着 x, 对 所 有 的 yy 都 有 x ， yy 二 0. 

(3) 对 所 有 xz, 都 存在 着 y, 使 得 y= 二 x 十 1. 

(4) 对 所 有 的 x 和 vw, 都 及 ，y 二 y*X. 

3.13 将 下 列 各 公式 翻译 成 目 然 语言 ,个 体 域 为 整数 集 Z, 并 判断 各 命题 的 真 假 . 
(1) yzryyyJz(z 一 y 一 z)， (2) Yr dy(x* y=1). 
(3) dr Vy Vz(rty=z). 

3.14 指出 下 列 公式 中 的 指导 变 元 量词 的 辖 域 .各 个 体 变 项 的 目 由 出 现 和 约束 出 现 . 
(1) VzCFCz) 一 CCzyy))， 

(2) YrxF(rx,y)™> dyG(r,y). 

(3) Vz dy(F(x,sy) MGCy,z)) VY drH(zx, y,z). 

3.15 给 定 解释 工 如 下 : 

(a) 个 体 域 Di 为 实数 集 有 R. 

(b) a=0. 

(cj f(xy)—z— yxy ED. 

(d) F(x,y);: X=yG(zr,y): Ty,r,yED. 

说 明 下 列 公式 在 I 下 的 含义 ,并 指出 各 公式 的 真 值 . 

(1) Yr Vy(G(r yy)> 7 F(zr,Yy)). 

(2) VzryyCRFGCFGryy) a) >G(r,Yy)). 

(3) Yr Vy(G(zrsy) > P(r YY) a)). 

(4) Vx VYy(G(f (ry) a) >F(xr, y)). 

3.16 给 定 解 释 了 如 下 : 

(a) 个 体 域 D=NCN 为 自然 数 集 ). 

(b) a=2. 

(c) D 上 函数 f(xyy) 二 x 十 yg (xyYy) 二 XT， y. 

(d) D 上 上衣 词 F(zx,y);: X= 二 ~y. 

及 赋值 c: ol(x)= 二 0,0(y) 二 1,0(z) 二 2. 

说 明 下 列 各 式 在 了 及 o 下 的 含义 ,并 讨论 其 真 什 

(1) YrxrF(g(x,a),Yy). 

(2) Vzx(F(fl(rya) vy > VyP(f(y,a) ,7))., 

(3) Vr Vy jzF(f(rx,Yy),z). 
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(4) dzxF(f(ryy) a (rz)). 

3.17 判断 下 列 各 式 的 类 型 . 
(OO 

(2) VCF(CZ)->RGZ))->= 了 JCY NM TG(Y)). 
(3) Vr 了 dyFGzyy) 一 了 yyVYZFCz，y)， 

(4) dz VyF(x,y)> Vy drF(xr,y). 

(5) Vr Vy(F(r,y)>F(y,7)). 

(6) 7(VXF(r)™> dyG(y)) A dyG(y). 

(7) 了 zFCzyy)， 

(8) 了 zFGzyy) 一 YYyF(CZzyy)， 

3.18 (1) 给 出 一 个 非 团 式 的 永 上 其 式 . 

(2) 给 出 一 个 非 闭 式 的 永 假 式 . 

(3) 给 出 一 个 非 闭 式 的 可 满足 式 , 但 不 是 永 丰 式 . 
3.19 证明 下 面 公式 既 不 是 永 上 其 式 也 不 是 予 盾 式 . 
(1) Yr(F(z)—> dy(G(y) AH(z,Yy))). 

(2) Yr Vy(F(r) AG(y)>H(zx,y)). 

3.20 将 下 列 各 式 的 否定 号 内 移 ,使 得 否定 号 只 能 出 现在 谓词 前 . 
(1) = dz dyL(zyYy). 

(2) 7 Vz VyL(x,Yy), 

(3) 一 了 zz) A Vy Lr,Yy))., 

(4) 7 YrxC dyL(x,y)V VYyH(zx,y)). 

3.21 将 下 列 公 式 化 成 与 之 等 值 的 公式 ,使 其 没有 既是 约束 出 现 的 ,又 是 目 由 出 现 的 个 


体 变 项 . 


(1) VPR ) 人 了 we 

(2) dx(F(x,y) 人 VyGGCzyy)). 

3.22 证 明 : 

(1) Vz(A(z) 一 BOz)) 的 VC(ACz) 人 BCz))， 
(2) JzGAGCz) 人 BCz)) 的 了 rzGAGCz) 一 BCz))， 


其 中 ,4A(Cz) 和 了 BCz) 为 含 z 目 由 出 现 的 公式 ， 


3.23” 设 个 体 域 D=={a,6b) ,消去 下 列 各 公式 中 的 量词 . 

(1) Yr dy(F(r) AGCy)). 

(2) Yr dy (F(x) AGGCzyy))， 

(3) dzF(zx) A VzG(z). 

(4) Jxr(F(rx,y)V VyG(y)). 

3.24 设 个 体 域 D 二 {a,b,c) ,消去 下 列 各 公式 中 的 量词 . 

(1) VYzxF (zx) VyG(y). 

(2) Yr(F(ryy)™> dyG(y))., 

3.25 ” 设 个 体 域 D 二 {1,2} ,请 给 出 两 种 不 同 的 解释 I 和 I, 使 得 下 面 公式 在 工 下 都 


是 真 命题 ,而 在 1; 下 都 是 假 命题 . 


一 阶 逐 帮 


(1) Yr(F(zx) >0(2)). 

(2) dr(F(x) AG(7x)). 

3.26 ”给 定 公 式 A= jzxF(x) 一 YrF(z). 

(1) 在 解释 了 中 ,个 体 域 Di 一 {a} ,证 明 公 式 A 在 1 下 的 真 值 为 1. 

(2) 在 解释 I 中 ,个 体 域 D, 一 (al,as,…,a,),n 之 2,A 在 I, 下 的 真 值 还 一 定 是 1 吗 ? 
为 什么 ? 

3.27 给 定 解 释 工 如 下 : 

(a) 个 体 域 D=={3,4). 

(b) f(x) 为 1 (3)==4,f(4)==3. 

(c) F(zx,y) 为 F(3,3)==F(4,4)==0,F(3,4)==F(4,3)=1. 

试 求 下 列 公式 在 工 下 的 真 值 . 

(1) yz 了 dyFGzyy)， 

(2) 了 zyVyF(Czyy)， 

(3) VrVyCOFGCzyy) 一 COFGz) yy)D))， 

3.28 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 面 命题 符号 化 ,要 求 用 两 种 不 同 的 等 值 形式 . 

(1) 没有 小 于 负数 的 正 数 . 

(2) 相等 的 两 个 角 未 必 都 是 对 项 角 . 

3.29 求 下 列 各 式 的 前 束 范式 . 

(1) 本 元 RD 下 WO 

(2) VZCFCzyy) 一 VyVCCZ yz))， 

3.30 求 下 列 各 式 的 前 束 范式 . 

CI P(EY NR L(Y). 

(2) Vxi(PF(r) >G(xi 7T2)) > (drs Hrs) > drsL(xr; x3)), 

(3) ihn sa (Hm daaGUr st) 

3.31 ”将 下 列 命 题 符号 化 ,要 求 符 号 化 的 公式 为 前 束 范式 . 

(1) 有 的 汽车 比 有 的 火车 跑 得 快 . 

(2) 有 的 火车 比 所 有 的 汽车 跑 得 快 . 

(3) 说 所 有 的 火车 比 所 有 汽车 必 跑 得 快 是 不 对 的 

(4) 说 有 的 飞机 比 有 的 汽车 慢 是 不 对 的 ， 

3.32 求 下 列 各 公式 的 前 束 范 式 . 

(1) 了 zFGz)V drG(r) VL(zryYy), 

(2) TC(YXF(X)V YrG(7x)). 


3.3 “习题 解答 与 分 析 


3.1 (1) 一 (4) 的 真 值 为 0,(5) 与 (6) 的 真 值 为 1. 

分 析 ”这 里 的 1 元 谓词 F(F(x); z>5,zER) 为 谓词 常 项 ,所 以 (1) 一 (6) 全 为 命题 . 由 
于 5,V2, 一 2,V6 全 都 小 于 或 等 于 5, 所 以 (1) 一 (4) 为 假 命题 . 而 V27 和 7.9 均 大 于 5， 
所 以 (5) 与 (6) 均 为 真 命题 . 


才 2 刷 
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3.2 (1) 与 (3) 的 真 值 为 0,(2) 与 (4) 的 真 值 为 1. 

分 析 这 里 的 1 元 谓词 FGF(Cz):z 含 字 母 c) 为 谓词 党 项 ,所 以 (1) 一 (4) 全 为 命题 ,其 
中 ,(]1) 与 (3) 中 单词 不 含 字 母 c, 所 以 为 假 合 题 ,而 (2) 与 (4) 中 单词 含 字 母 c, 所 以 为 真 命题 . 

3.3 (1) 设 F(r): 工 来 自 山东 省 ,G(x): xz 来 自 河北 省 ,a: 王 小 山 . 命题 符号 化 为 

(F(a) ATG V TFGa) AG(a)) 或 F(a) VG(a) 

(2) 设 FGz): 并 人 吃 吉 ,G(Cz): 工 取得 好 成 绩 ,a: 至 联 .命题 件 号 化 为 

GCCa) 一 ”FF(a) 或 下 (a) 一 Ga) 
(3) 设 F(x): x 是 有 理 数 , 命 题 件 写 化 为 
7 F(2) 
(4) 设 F(x,y); zx>>y 命题 符号 化 为 
F(3,2)—>F(3,4) 

分 析 〈1) 中 命题 的 真人 要 根据 王 小 山 来 目 哪个 省 而 定 . 在 他 既 不 是 来 目 山 东 省 ,也 不 
是 来 目 河 北 省 , 则 命题 为 假 . 大 他 基 来 日 山东 省 或 河北 省 , 则 命题 为 其 ,但 不 可 能 既 来 日 山东 
省 又 来 日 河北 省 ,所 以 既 可 以 符号 化 为 排斥 或 ,又 可 以 符号 化 为 相 容 或 . 

对 于 (2) 中 命题 ,注意 “到 联 取 得 好 成 绩 ” 的 必要 条 件 是 “至 联 不 怕 吃 百 ”. 

为 外 ,还 应 注意 ,(1) 与 (2) 的 丰 值 要 根据 具体 情况 而 定 . 而 (3) 和 (4) 的 真人 是 确定 的 ， 
(3) 是 真 命题 ,而 (4) 是 假 命题 . 

3.4 设 二 元 谓词 LOCz,y): 工 茧 欢 y， 

(1) 设 a: 赵 小 宝 , 命 题 符 号 化 为 

VxL (ra) 

(2) Vx jdyL(x,y). 

(3) - dz VyL(zr,Yy). 

(4) VL(rs) 

3.5 设 M(zr); 为 人 ,L(x,y); 文言 欢 y. 

(1) 设 a;: 赵 小 宝 . Yrz(M(x) 一 L(x ,a)).， 

(2) Yr(M(zx)—> dy(M(y) ML(x,y))). 

(3) -= dz(M(z) A Yy(M(y)>L(z,Yy))). 

(d) Vz(M(z) ->=L(L RE)), 

分 析 题 3.4 与 题 3.5 说 明 : 同一 个 命题 在 不 同 的 个 体 域 下 ,可 有 不 同形 式 的 符号 化 
形式 ,当然 ,也 可 能 有 相同 的 符号 化 形式 . 设 有 命题 "自然 数 都 是 整数 ” 

由 个 体 域 Di 一 R(R 为 实数 集 ) ,命题 符号 化 为 

VeCF(r) G(r)) 
其 中 ,F(x); > 为 目 然 数 ,GCz): >z 为 整数 ， 
个 体 域 D, 一 Q(Q 为 有 理 数 集 ) ,命题 竺 号 化 为 
Vz(F(r) >G(7)) 
F(x) ,G(X) 的 合 义 同 (. 
个 体 域 D: =NCN 为 日 然 数 集 ) ,命题 符号 化 为 
VrG (x) 
G(x) 的 含义 同 届 . 


一 阶 远 帮 


D1 、D; 、D; 不 同 ,命题 “自然 数 都 是 整数 ?在 Di, 与 D, 下 ,符号 化 形式 相同 ,但 在 D; 下 
的 符号 化 形式 与 D, 与 D, 下 的 符号 化 形式 不 同 . 

3.6 (a) 个 体 域 为 整数 集合 : 

(1) VzF(Cz) ,其 中 ,PFCGz): 工 能 被 2 整除 .真人 为 0. 例如 ,3 为 整数 ,但 2 不 能 整除 3. 

(2) 3zFGz),FGCz) 同 (1). 真 值 为 1. 所 有 的 偶数 都 是 整数 ,它们 都 能 被 2 整除 . 

(b) 个 体 域 为 实数 集 : 

(1) VzCGCz) 一 FCz)) ,其 中 ,GCz): 7 为 整数 ,F(Gz): 工 能 锌 2 整除 ,其 中 但 为 0. 

(2) jxCG(Cx) 和 AF(x)), 其 中 ,G(x) ,F(x) 同 (1), 其 真 值 为 1 

3.7 (1)、(3)、(4)、(8) 的 真 值 为 0, 而 (2)、(5)、(6)、(7) 的 真 值 为 1. 

分 析 (1) 因为 1 十 1 关 1 一 1, 所 以 L(1,1) 为 假 . 

(2) 因为 2 十 0 二 2 一 0, 所 以 L(2,0) 为 真 . 

(3) 对 于 除 0 以 外 的 任何 y, 均 有 1 十 y 关 1 一 y, 所 以 , YyL(1,y) 为 假 . 

(4) 对 于 任意 的 zx, 都 有 Xx 十 2 闫 Xx 一 2, 所 以 ,jxL(x,2) 为 假 . 

(5) 取 y==0, 均 有 Zz 十 0 二 x 一 0, 所 以 jx jyL(x,y) 为 真 . 

(6) 取 y= 二 0, 对 于 任何 x, 均 有 x 十 0 二 x 一 0, 故 有 VYzx jyL(x,y) 为 真 . 

(7) 取 y==0, 则 VYzxL(zx,0)( 即 Yrx(x 十 0 二 x 一 0)) 为 真 , 故 3yVrL(x,y) 为 真 . 

(8) 只 要 y 关 0, 就 及 十 y 关 XY 一 yy 所 以 ,，Yzx VYyL(x,y) 为 假 . 

3.8 设 F(x);: x 一 2 二 (zx 十 Y2)(zx—W2) ,G(x): r+5=9. 

(a) (1) VzF(z) ,其 真 值 为 0. 

(2) 3jzG(z) ,其 真 值 为 1. 
(b) (1) VzF(Cz) ,其 真 值 为 1. 
(2) 3zGCz) ,其 真 值 为 1. 

分 析 ”本题 说 明 ,在 不 同 个体 域 中 ,同一 个 命题 的 符 吕 化 形式 可 能 相同 ,但 趴 值 可 能 
不 同 . 

3.9 (1)、(7)、(8) 的 真 值 为 0;(2)、(3)、(4)、(5)、(6) 的 真 值 为 1. 

分 析 (1) 因为 0EZ, 而 0 一 0, 所 以 Vz(Gzz 0) 为 假 命 题 . 

(2) 因为 0E€2Z, 且 0: 二 0, 所 以 3x(x? 二 0) 为 真 命题 . 

(3) Yr7EZT, 帮 XxX 二 0,; 则 0 二 0, 奉 XX 关 0, 则 广 放 zx, 所 以 命题 Yr(x: 宇 7) 为 页 命题 . 

(4) 对 于 任意 的 TEZV, 取 y= 二 说 十 1, 则 yEZV, 并 且 六 过 y, 所 以 Yr jy(x: 二 y) 为 真 
命题 . 

(5) 取 袜 为 负 整 数 ,比如 zx 王 一 1, 则 对 于 任意 整数 y, 均 有 一 1 二 y ,所 以 dx Vy(x 三 vy) 
为 中 命题 . 

(6) 对 于 任意 的 xEZ, 奢 x==0, 则 取 y=0, 契 zx 天 0, 则 取 y= 一 +, 均 有 zx 十 y= 二 0, 所 以 
Vz 了 dy(Cz 十 y 一 0) 为 真 命题 ， 

(7) 在 整数 集合 Z 中 ,不 存在 x,y, 使 得 十 y= 二 6, 所 以 jx jy(x 十 y= 二 6) 为 假 命题 . 

(8) 当 工 与 y 一 个 为 奇数 , 男 一 个 为 偶数 时 , (zx 十 y)/2 不 在 Z 中 ,所 以 
Yr Vy jz(z 二 (x 十 y)/2) 为 假 命题 . 

3. 10 本题 中 没 指定 个 体 域 ,因而 使 用 全 总 个 体 域 ,并 且 要 引入 特性 谓词 . 

(1) -dr(F(x) AnmGOz)) OVr(F(r)>G(7)) 
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其 中 ,F(x); 为 人 ,G(x); XX 吃饭 ， 
(2) 7 Yrx(F(rT)>G(7)) SO dr(F(r) A TG(7)) 
具 中 ,F(z)s 交 在 北京 严 于 ,6 过 是 东北 人 
(3) Vr(F(r)>G(x)) 
其 中 ,F(x): 为 目 然 数 ,G(xz): x 是 整数 , 
(4) drz(F(x) MG(x)) 
其 中 ,F(x): x 为 人 ,G(x): xz 天 天 锻炼 身体 . 
3.11 本 题 中 没 指定 个 体 域 ,因而 使 用 全 总 个 体 域 . 设 F(r): x 是 火车 ,G(y): y 是 汽 
车 ,L(xyy): 工 比 y 快 ,日 (zx,y): 蔗 比 y 慢 . 
(1) Yrx(F(x)> VYy(G(y)>L(zrx,y))) 
(2) dzx(F(x) A dy(G(y) AL(x,y))) 
(3) -dy(G(y) A Yr(F(r)—>L(y,7x))) 
(4) TYy(G(yY) > Yr(F(r) >H(Yy,7x))) 
分 析 以 上 4 个 命题 的 符号 化 还 有 不 同形 式 . 利用 主教 材 3.2 的 等 值 式 和 置换 规则 
可 进行 如 下 的 演算 . 
(1)  VzGFCz) 一 YYyCGCCV) 一 工 (zyy))) 
会 yzryyCEFGCZz) 一 (CCV) 一 人 (zyy)D)) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
命 YrVy( 了 F(xr)V -Gl(y)VL(x,y)) (蕴涵 等 值 式 ) 
售 YrYy( 了 (F(z) AG(y))VL(x,y)) ( 德 摩根 律 》 
SOVrVy(F(r) AG(y)>L(z,y)) (更 涵 等 值 式 ) 
通过 以 上 演算 可 知 : 
Vr(F(r)> VYy(G(y)>L(zr, y))) 
OVrvyy(F(r) MAG(y >L(r, y)) 
因而 ,(1) 中 命题 常 符号 化 为 
Vr Vy(F(r) MG(y)>L(zr,Yy)) 
(2) dzCF(x) A dy(G(y) AL(z,y))) 
Odrjdy(F(r) AG(y) ALCzyy)) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
(3) -jdy(G(y) A Yrz(F(z)—>L(y,7x))) 
SVYy7T(G(y) A Yr(F(r)>L(y,7))) (量词 否定 等 值 式 ) 
售 Vy(TG(y)V 了 Vr(F(x) 一 L(y,7X))) 〈 德 摩根 律 ) 
SVy(7TG(y)V 3x7(F(x) 一 L(y,7))) (量词 否定 等 值 式 ) 
例 Vy(nmGCOy)V 3znCnFz)VLCvz))) (蕴涵 等 值 式 ) 
兮 Vy(CnG(Cy)V 3zx(F(x)A -L(y,7X)))  (〈 德 摩 根 律 ) 
OVy(G(y)> I3r(F(r) A mL(y,7))) ( 理 涵 等 值 式 ) 
由 以 上 演算 可 知 ,(3) 中 命题 符号 化 为 
7 dy(G(y) 人 Yr(F(zx)>L(y,7))) 


或 
Vy(GCyY> dzr(F(r) A 7LOy,7))) 


都 可 以 .请 将 后 一 种 形式 翻译 成 自然 语言 . 


一 阶 这 大 


(4) TVYy(G(y)> Yr(F(X)>H(y,7))) 
OIy-T (Gy > Yr(F(r)>H(y,7))) (量词 否定 等 值 式 ) 
SIy-7T(TG(y)V Yr( 了 F(x)V H(y,7x))) ( 剖 涵 等 但 式 ) 
合 jy(G(y) 人 一 Yr( 了 F(x)VH(y,x))) ” ( 德 摩根 律 ) 
全 jy(G(y) 人 3x-7(-F(x)VH(y,x))) (量词 否定 等 值 式 ) 
合 IJy(G(y) 和 3x(F(z) 人 -了 Hly,z)))  ( 德 摩根 律 ) 
由 以 上 演算 可 知 ,(4) 中 命题 可 符号 化 为 
TVy(G(y)> Yr(F(z)>H(y,7))) 
或 
dy(G(y) A drx(F(x) A 7 H(y,7x))) 

3.12 (1) Yz3y(x，y 二 0), 真 值 为 1. 

(2) 3xzVy(Cz。y 一 0) ,真人 为 1， 

(3) Vz 3y(y 二 x 十 1) , 真 值 为 1. 

(4) Yr Yy(zx，y 二 y*，X), 贞 值 为 1. 

分 析 因为 本 题 中 给 定 的 x 与 y 的 关系 比较 简单 ,因而 没有 引入 2 元 谓词 符号 .在 引 入 
2 元 谓词 符号 也 可 以 . 如 设 F(xyy):;: Xx， y= 二 0, G(x,y): y= 二 XY 十 l]， H(zx,y);: Xx* yy 二 
>y ">2. 则 有 

(1) VzJvF(Czyy)， 

(2) 了 zyVyF(zyy)， 

CO 

(4) Vr VyH(zx,Yy). 

3.13 (1)“ 对 于 任意 的 整数 xz 和 y ,都 存在 着 整数 ,使 得 zx 一 > 二 是 趴 命题. 

(2)“ 对 于 任意 的 整数 x, 都 存在 着 整数 ,使 得 z，y 王 1 是 假 命 题 . 

(3)“ 和 存在 着 整数 x, 对 于 任意 的 整数 y 和 xz, 都 有 x 十 y 二 zx” 是 假 命题 ， 

分 析 (WD 用 反例 说 明 (2) 是 假 命题 , 取 x==5, 在 Z 中 不 存在 y, 使 得 x，y==1. 

对 于 命题 (3) ,不 可 能 存在 固定 的 xo ,使 得 对 于 任意 的 y 和 z, 都 有 zo 十 y 二 xz,x 应 随 
着 y、z 的 变化 而 变化 .例如 ,y= 二 7,z 二 10 时 ,zx 应 为 3; 当 y= 二 2,z 二 9 时 ,x 应 为 7, 所 以 (3) 为 
假 命 题 . 右 将 (3) 变 为 YyVz 3Jz(z 十 y 一 >), 则 得 到 一 个 真 命题 . 此 例 说 明 , 量 词 的 顺序 不 能 
随便 颠倒 ， 

3.14 (1) 在 公式 Yr(F(x) 一 G(x,y)) 中 ,VYzx 中 的 x 为 指导 变 元 .量词 VY 的 辖 域 A= 
(F(T) 一 G(x,y)), 在 A 中 x 部 是 约束 出 现 的 ,而 yy 是 目 由 出 现 的 . 

(2) 在 公式 YrFCr,y) 阅 jyG(zxsyy) 中 ,VYzx 中 的 x 和 jy 中 的 y 部 是 指导 变 元 . Y 的 辖 
域 为 F(z,y), 其 中 x 是 约束 出 现 的 ,而 y 是 日 由 出 现 的 . 3 的 辖 域 为 G(x,y), 其 中 ,x 是 目 
由 出 现 的 ,y 是 约束 出 现 的 . 

(3) 在 公式 VzJyGFGzyy) AGCy,z)) VYV jrzHCryy,z) 中 , Vx 中 的 Xx, jy 中 的 y， 
jx 中 的 x 都 是 指导 变 元 . 3y 中 的 辖 域 为 (F(x,y) 和 Gly,xz)), Vz 中 VV 的 辖 域 为 
jy(F(z,y)A 人 Gly,z)), 其 中 xz、y 是 约束 出 现 的 ,而 zx 是 目 由 出 现 的 . 3z 中 了 的 辖 域 为 
昌 (x,y,z) ,XY 是 约束 出 现 的 ,y、z 是 目 由 出 现 的 .在 整个 公式 中 ,zx 约束 出 现 两 次 ,y 约束 出 
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现 两 次 ,自由 出 现 一 次 ,z 自由 出 现 两 次 . 

3.15 (1)“ 对 于 任意 的 实数 x 和 y, 帮 7X 二 y,; 则 x 闫 y” 是 真 命题 . 

(2)“ 对 于 任意 的 实数 xz 和 yy, 帮 x 一 y= 二 0, 则 x 二 y” 是 假 命 题 . 

(3)“ 对 于 任意 的 实数 x 和 y, 硅 XxX 二 y, 则 x 一 y 并 0” 是 真 命题 . 

(4)“ 对 于 任意 的 实数 x 和 y, 奉 x 一 y 二 0,; 则 x=y” 是 假 合 题 . 

3.16 (1)“ 对 于 任意 的 自然 数 xz, 均 有 xX2==1” 是 假 命题 . 

(2)“ 对 于 任意 的 目 然 数 z, 如 果 Z 十 2=1, 则 对 于 任意 的 上 自然数 y,y 十 2 二 x” 是 页 命题 . 

(3)“ 对 于 任意 的 自然数 zx 和 y ,都 存在 者 目 然 数 xz, 使 得 z 十 y 王 zx? 是 真 命题 . 

(4)“ 存 在 自然 数 zx, 使 得 x 十 1 二 2x” 是 真 命题 . 

3.17 (1) (4) 为 永 真 式 ( 逻 辑 有 效 式 ),(2)、(6) 为 永 假 式 (矛盾 式 ),(3)、(5)、(7)、(8) 
为 非 永 真 式 的 可 满足 式 . 

分 析 在 一 阶 逻 辑 中 ,判断 给 定 公式 的 类 型 不 是 一 件 易 事 . 由 定义 3.8 可 知 ,A 为 永 真 
式 当 且 仅 当 A 无 成 假 解释 和 赋值 ,A 为 矛盾 式 当 且 仅 当 A 无 成 真 解释 和 赋值 . A 为 非 永 真 
式 的 可 满足 式 当 且 仅 当 A 存在 成 真 的 解释 和 赋值 并 且 存 在 成 假 的 解释 和 赋值 .由 于 公式 的 
复杂 性 ,解释 的 多 样 性 ,判断 一 阶 逻辑 公式 的 类 型 是 不 可 判定 的 . 

由 于 本 题 给 出 的 8 个 公式 的 特殊 性 ,还 是 可 以 判断 其 类 型 的 . 下面 逐 个 进行 分 析 . 

(1) 设 (1) 中 公式 为 A. 

A=F(zy) >(G(r yy) >F(r, Yy)) 
售 了 TF(rz,y)V (TG(X,y)VF(zx,y)) (蕴涵 等 值 式 ) 
晤 (了 了 F(x,yy)VF(x,y))V -G(x,y) (交换 律 ,结合 律 ) 


全 1]V G(x,Yy) ( 排 中 人 律 ) 
Ol1 (雪人 律 ) 


方法 2 重 言 式 的 代 换 实例 : 

注意 到 p 一 (gp) 为 命题 逻辑 中 的 重 言 式 , 而 公式 A 为 它 的 代 换 实例 ,由 定理 3. 2 可 
知 ,A 为 永 真 式 . 

(2) 设 (2) 中 公式 为 B. 

B= Vx(F(x)>F(r))> dy(G(y) A 7G(y)) 
OVYr(TF(rV Fr)) > Jy(G(y) A 7G(y)) 

由 以 上 等 值 式 可 知 , 对 于 任意 的 解释 1,B 的 前 件 均 为 真 ,而 B 的 后 件 均 为 假 , 于 是 B 为 矛 
盾 式 . 

(3) 设 (3) 中 公式 为 C. 

下 面 论证 C 既 有 成 真 的 解释 ,又 有 成 假 的 解释 . 

设 解释 厂 为: 个 体 域 为 整数 集 Z,FGz,y): Xx 二 y. 在 了 下 ,C 的 前 件 Yz 3yFCz,y) 为 
真 ,但 C 的 后 件 3yVYzFGzyy) 为 假 , 所 以 五 为 C 的 成 假 解释 . 

设 解 释 王 为 : 个 体 域 仍 为 Z,F(z,y): zx 十 y 二 zx, 在 1 下,C 的 前 件 与 后 件 均 为 真 , 故 
1 为 C 的 成 真 解释 , 

综 上 所 述 ,C 不 是 永 真 式 ,也 不 是 政 导 式 , 它 是 非 永 真 式 的 可 满足 式 . 


一 阶 远 故 


(4) 设 (4) 中 公式 为 DD. 

论证 DD 无 成 假 的 解释 . 

设 了 为 任意 的 解释 . 

奢 在 I 下 ,D 的 前 件 3zVYyFGzyy) 为 假 , 则 在 工 下 了 为 真 . 

石 在 TT 下 ,D 的 前 件 3x VyF(Czyy) 为 呐 , 必 存在 zcD CTI 的 定义 域 ) ,使 得 
YyF(zo sy) 为 真 . 又 由 于 对 于 任意 yE Di,F(xo,y) 为 真 ,有 3xF(x,y) 为 真 ,从 而 
VYy jxF(rx,y) 为 真 . 

由 了 的 任意 性 可 知 ,D 是 永 真 式 ， 

(5) 设 (5) 中 公式 为 E. 

设 解释 了 为 : 个体 域 为 整数 集合 Z,F(rz,y); x 二 y, 在 了 下 ,EE 为 真 . 

设 解释 I 为 : 个 体 域 仍 为 Z,F(zyy): xX 二 y, 在 I 下 ,大 Flxyy) 为 真 , 则 FF(y,x) 为 
假 , 所 以 在 下 五 为 假 . 

综 上 所 述 ,F 是 非 永 正式 的 可 满足 式 . 

(6) 设 (6) 中 公式 为 ,可 通过 等 值 演算 证 明 下 为 矛盾 式 . 

F=7 (VrF(r)™> dyG(y)) A dyG(y) 
售 了 (了 YrF(x)V 3yG(y)) 人 3yG(y) (蕴涵 等 值 式 ) 
OVrF(r) A -7 JyG(y) A dyG(y) ( 德 摩根 律 ) 
仗 VzF(z) A(- 了 -jyG(y) A 3yG(y)) (结合 律 ) 
OVrr(r) 人 0 (下 眉 律 ) 
全 0 (去 律 ) 
实际 上 ,FF 是 矛盾 式 了 (p>q) Ad 的 代 换 实例 . 
(7) 设 (7) 中 公式 为 G. 
取 解 释 工 : 个 体 域 N,F(zr,y): x 二 y; 赋 值 o(y) 二 0. 在 五 和 cc 下 ,G 为 "存在 上 自然数 z， 
ZX 二 0. ”这 是 真 命题 

取 解 释 天 ,把 五 中 z=y 改 为 z<y. 在 五 和 cc 下 ,G 为 "存在 自然 数 zx,z 所 0.? 这 是 假 

故 G 是 非 永 真 式 的 可 满足 式 . 

(8) 设 (8) 中 公式 为 瑟 . 

取 解 释 五 : 个 体 域 N,F(Cz,y):z 和 yy 赋值 c: cz)=cCy) 王 0. 在 I 和 oc 下 , 矿 为 “ 存 

在 目 然 数 x 二 0 列 涵 所 有 的 目 然 数 y 宇 0. "这 是 真 命题 . 

取 解 释 ,把 荆 中 x 过 y 改 为 x 二 y. 在 五 和 cc 下 ,G 为 “存在 自然 数 zx=0 蕴涵 所 有 的 
自然 数 > 一 0. ”这 是 假 命 题 . 

故 互 是 非 永 中 式 的 可 满足 式 . 

说 明 (2)、(3)、(4)、(5) 都 是 闭 式 ,只 需 考 虑 解释 ,而 用 不 着 赋值 . 

3.18 (1) YrxF(r,y)> YrF(ryy),G(rT,y 2)V -G(x,y,z) 等 都 是 非 闭 式 ,它们 都 是 

永 真 式 . 

(2) Frz) AnmFGz) ,yzFzyy)A3znFGzyy) 等 都 是 非 财 式 , 它 们 都 是 矛盾 式 . 

(3) FCz,y) 一 CCz,y) 是 非 财 式 , 它 是 可 满足 式 , 但 不 是 永 真 式 . 

分 析 注意 (2) 中 后 一 个 公式 : 
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VzFGzyy) 人 了 zmFGzyy) 
OVrF(r,y) 人 一 VYrzFCzyy) 
3. 19 一 个 公式 A 不 是 永 真 式 当 且 仅 当 A 存在 着 成 假 的 解释 和 赋值 ,A 不 是 矛盾 式 当 
且 仅 当 A 存在 着 成 真 的 解释 和 赋值 . 这 两 个 公式 都 闭 式 ,只 需要 考虑 解释 . 
(1) 设 (1) 中 公式 为 A. 
设 解释 五 为 : 个 体 域 为 非 0 目 然 数 集 N ,F(zx):; > 为 偶数 ,G(y): y 为 奇数 ， 
瑟 (z,y):zly(z 整 除 y). 在 解释 五 下 ,4 为 假 命 题 , 所 以 人 A 不 是 永 贞 式 . 
设 解释 I 为 : 个 体 域 为 实数 集 R,F(x); x 为 有 理 数 ,G(y); yy 为 分 数 ,H(zx,y); 
Xx 二 y. 在 J, 下 A 为 真 命题 ,所 以 A 不 是 矛盾 式 . 
综 上 所 述 ,A 为 可 满足 式 , 但 不 是 永 真 式 . 
(2) 设 (2) 中 公式 为 B. 
JW 设 解释 五 为 : 全 总 个 体 域 ,F(Cz): zz 为 马 ,G(y): yy 为 骤 , 是 (xz,y):; XX 与 y 跑 得 同样 
快 .在 工 下 ,B 为 假 命 题 ,所 以 B 不 是 永 真 式 . 
归 设 解释 为 : 全 总 个 体 域 ,F(z): z 为 飞机 ,GCCy): y 为 轮船 , 电 (z,y): xz 比 y 快 ， 
在 I, 下 B 为 丰 命 题 ,所 以 B 不 是 予 盾 式 . 
综 上 所 述 ,B 是 可 满足 式 , 但 不 是 永 真 式 . 
3.20 解 本 题 时 应 该 应 用 量词 否定 等 值 式 . 
(1) = jx jdyL(x,Yy) 
OVr™ dyL(zx,y) (量词 否定 等 值 式 ) 
合 VzyynLCzryy) (量词 否定 等 值 式 ) 
(2) Vr VyL(x,y) 
SJdr™ VyL(r,y) (量词 否定 等 值 式 ) 
Sjdrjdy" Lr,y) (量词 否定 等 值 式 ) 
(3) 二 了 TUORCCD A VYy "LL(zYy)) 
OV F(x) A Vy L(xr,y)) (量词 否定 等 值 式 ) 
OVr(TIF(X)V mT VYy7 L(xr,Yy)) ( 德 摩根 律 ) 
合 VzCnFCz)V dyL(r,y)) (量词 否定 等 值 式 ) 
最 后 一 步 也 用 上 了 双重 否定 律 . 
(4) mVrCdyLGzyy)VVyCzyy)) 
今 jzm(3yLOzyy)V VYyH(z,y)) (量词 否定 等 值 式 ) 
全 3z(nm 3JyLzyy) NN 7 VyH(zx,Yy)) ( 德 摩 根 律 ) 
会 jzgyynLzyy) A dy- H(zr,Yy)) (量词 否定 等 值 式 ) 
3.21 人 解 本 题 时 ,使 用 换 名 规则 . 
(1) VzF(zxyy) MN dyG(r,Yy,z) 
OVuFlu,y) A dvG(xrx,v, 2) ( 换 名 规则 ) 
(2) 了 zCFGzyy) A VyG(zrx,y)) 
SIr(F(r,y) A YuG(r,)) ( 换 名 规则 ) 
3.22 证 明 本 题 ,只 需要 找到 解释 六 用 具体 的 谓词 代替 A(x) 和 B(x), 使 其 对 应 的 两 
个 命题 不 等 值 即 可 . 
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(1) 取 解 释 五 : 个 体 域 为 全 总 个 体 域 , 取 A(z): x 为 人 ,B(x); x 呼吸. 此 时 ， 
“Vzr(ACz) 一 BCz)) ”翻译 成 日 然 语言 为 "人 都 呼吸 ”, 这 是 真 命 T ore AB(r))” 
译 成 目 然 语言 应 为 “宇宙 中 的 一 切 事 物 都 是 人 并 且 呼 吸 ”, 这 显然 是 假 命 题 . 这 说 明 公 式 
(Vz(A(z)>B(z))o( Yr(Ar) A iets eee 

Yr(A(r) >B(7r)) PYr (A(r) NB(r)) 

(2) 取 解 释 1; 个 体 域 为 自然 数 集 合 N,A(x); xz 为 奇数 ,B(x): x bl 此 时 ， 
“x(A(zx) 人 B(x))” 翻 译 成 自然 语言 为 “存在 自然 数 x 有 既是 奇数 ， 又 是 偶数 *, 这 这 是 假 命 题 . 
而 “3z(ACz) 一 BCz))” 翻 译 成 目 然 语 言 为 “存在 目 然 数 zx, 如 果 工 是 奇数 , 则 zx 是 偶数 ”, 这 
是 真 命题 (例如 A(0) 习 B(0),A(2) 习 B(2) 等 均 为 真 ), 这 说 明 3x(A(x) 人 BCz))e 
djz(4A(Cz) 一 BCz)) 存 在 成 假 解 释 ,因而 

dztAGz) AB(r))PB dr(A(r) >B(r)) 

分 析 (1) 本 题 说 明 “ Yr(A(zx) 一 B(x))” 与 *“Yzx(A(x) 入 B(x))” 不 等 值 . 命题 “人 都 吃 
饭 ”“ 侦 数 都 能 被 2 整除 ”"“ 人 饮 子 跑 得 快 " 等 都 是 全 称 量词 加 总 涵 语 名 ,都 应 符号 化 为 Vx 
(A(zx) 悦 B(x))” 的 形式 ,而 不 能 符号 化 为 "Vx(A(x) 和 B(x))” 的 形式 . 

(2) 本 题 说 明 “ jx(A(x) 和 AB(r))” 与 “Ijx(A(x) 习 B(x))” 不 等 值 . 命题 “有 的 人 吸烟 ”、 
“存在 偶 素 数 ”“ 有 百 岁 老人 ?等 都 应 符号 化 为 "jz(ACz) 人 B(x))” 的 形式 ,而 不 应 该 符号 
化 为 “3x(A(x) 一 B(xz))” 的 形式 . 

3.23 解 本 题 需 要 注意 的 是 , 右 量 词 的 辖 域 能 收缩 就 收缩 ,使 演算 的 步 坚 尽量 少 . 

(1) Vrjdy(F(rx) AG(Yy)) 

OVYrF(r) A dyG(y) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
消去 量词 ,得 
(F(a) AF(b)) 人 (G(a) VG(CD)) 
(2) Vr dy(F(x) AGGCrzyy)) 
兮 VYz(CF(z)A3ycGz,y)) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
先 消 去 Vz ,得 
(F(a) A dyG(a,y)) ACEFCO) A 人 了 yG(Oy)) 
再 消去 jy, 得 
(Fla) A(G(asa) VGGa60))) 人 (FECO) AG a) VG ,0b))) 
SF(a) 人 FOOD) A(Glasa) VG(ab)) 人 (Ga)VG(CDD)) 
(3) 3xF(x) 和 A YrxG(x) 可 写成 
(F(a) VF(b)) A (Gla) 和 信 G(CO)) 

(4) dzx(F(x,y) A VYyG(y)) 

售 IJxrF(r,y) 人 VYyG(y) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
可 与 成 


| 


(F(a,y)V Fb,Yy)) A(G(a) 人 GCCD) ) 
分 析 (1) 厂 不 将 量词 辖 域 收缩 , 则 演算 过 程 要 长 些 , 特 别 是 , 石 个体 域 中 元 素 较 多 时 ， 
过 程 会 更 长 . 
Vr jy(F(x) 人 Gl(y)) 先 消去 Yz ,写成 
dy(F(a) AG(y)) A dy(F(0) AG(Yy)) 
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青 消 去 3y, 得 
((F(a) AG(a)O)V (F(a) AGOD)) ACFCD) AGCa))V (FH) AG(D))) 
SOS(F(a) A(GCa)V GD)) ACFOD) A (Gla) VG(P))) 
S(F(a) 人 FOOD)) A (Ga) VCG(CDD) ) 
这 里 没有 使 用 量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 , 显 然 演算 过 程 就 长 多 了 ,所 以 , 右 能 应 用 量 
问 连 域 收缩 与 扩张 等 值 式 就 应 该 先 用 它 ,然后 峙 消 量词 .但 如 末 量 词 辖 域 不 能 缩小 , 那 就 只 
好 直接 演算 了 . 
(2) 演算 到 VYzGCFGz) A dyG(zx,y)) 后 ,VY 的 辖 域 不 能 身 顷 小 了 .演算 也 可 以 如 下 进行 : 
Vr jdy(F(r) AG(zr, y)) 
OVrF(r) A dyG(xr,y)) 
先 消 去 Jy, 得 
Vr(F(x) A(G(r,a) VG(r,0))) 
髓 消去 Yx ,得 
(F(a) A(G(asa) VG(a.6))) ACEFCO) A (GB,a) VG(D,0))) 
SF(a) 人 FF(O) 人 A(CG(aa)VGGa 0)) NM(G(b,a) VG(D,0)) 
(3) 3zF(zx) A YzGGz) 的 辖 域 已 经 不 能 再 缩小 了 ,所 以 对 它 消 量词 最 简单 ,但 有 人 先 
将 它 化 成 前 束 范式 后 青 消 量词 , 那 是 目 找 诬 烦 . 
(4) 注意 下 (x,y) 中 的 y 在 公式 中 是 目 由 出 现 的 , 消 量 词 之 后 , 它 依然 自由 出 现 . 
3.24 (1) 本 题 量词 辖 域 已 不 能 再 缩小 ,因而 直接 消 量词 . 
VzF(z) 一 YVyG(Cy) 可 与 成 
(Fla) AF(b) AF(c)) > (Ga) 人 GCC) 人 GCCc) ) 
(2) 注意 F(x,y) 中 的 vy 在 公式 中 是 自由 出 现 的 , JyG(y) 中 不 含 x, 因 而 Y 的 辖 域 可 以 
缩小 . 
VzCFGCzyy) 一 了 VCCYD)) 
OdrF(r,y)™> dyG(y) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
可 写成 
(F(aysy) VF(b,Y)V Fey y)) > (Ga) VCGCOD VCCCc) ) 
3.25 解 此 题 , 先 消去 量词 比较 方便 . 
(1) VYzGCEGCz) 一 COz)) 可 写成 
(F(1)—>G(1)) A (F(2)—>G(2)) 
(2) 3x(F(x) 和 G(x)) 可 写成 
(F(1) AG())V (F(2) AG(2)) 


取 荆 ; 个 体 域 D 二 {1,2} ,F(x); x 之 1,G(x); x 二 2, 在 降下 ,F(1)、F(2)、G(1)、G(2) 
均 为 大, 所 以 ， em A 了 下 全 真 . 

取 I: 个 体 域 D=={1,2)},F(1)= 二 1,F(2) 二 0,G(1)= 二 0,G(2)= 二 1, 在 I 下 ,(1) 与 (2) 中 
公式 全 为 假 . 


3.26 (1) 在 工 下 ,公式 A 二 jxF(x) 一 YrF(X) 可 写成 Fla) 一 F(a) 合 了 F(a)V F(a) 合 
1, 所 以 ,在 五 下 公式 A 为 真 . 
(2) 在 I, 下 ,A 不 一 定 为 真 . 
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在 D, 中 消去 量词 ,得 
(FF(a)VFEG)V…VF(C)) 一 (Fa) AFlas) 人 … MAF(a,)) 
当下 (ai),FGaz)， ,F(a,) 中 至 少 有 1 个 为 中, 但 不 全 为 丰 时 , 强 涵 式 的 前 件 为 真 ,后 件 为 
假 , 所 以 蕴涵 式 为 假 . 当 (ai) ,F(as),… ,F(a,) 全 为 真 时 ,A 为 真 . 
3.27 在 本 题 中 ,由 于 个 体 域 D 中 只 含 2 个 元 素 , 因 而 可 以 消去 量词 ,进行 演算 . 
(1) ”VYzx jyF(x,y) 先 消去 Yx, 写 成 
dyF(3,y) A dyF(4,y) 
髓 消 去 jy, 得 
(F(3,3)VF(3,4)) A(F(4,3)VF(4,4)) 
SO(OV1) AQVO)SI 
(2) 9xVYVyF(zx,y) 先 消去 jx, 写成 
VyF(3,y)V VyF(4,Yy) 
由 消去 Vy, 得 
(F(3,3) AF(3,4))V (F(4,3) AF(4,4)) 
SO(0ADV AO)SO 
(3) Vz VYy(F(z,y)>F(f (xz),f(y))) 先 消去 Vz, 写 成 
Vy(F(3,y) FCF C3),f Cy))) A Vy(F(4,y)>F(f (4), f(y))) 
青 消去 Vy, 得 
(F(3,3)>F(f (3),f 63))) A(FCG3,4) >F(f (3),f (4))) A (FC(4,3) 
>F(f (4),f (3))) A(F(4,4)—>F(f (4),f (4))) 
O(F(3,3)>F(4,4)) A(F(3,4)—>F(4,3)) A (F(4,3) 
>F(3,4)) A(F(4,4)>F(3,3)) 
SO(0>0) A(1—>1) 人 (1]->1) A(0—>0) 
全 1 人 A1A1A 和 1 全 1 
3.28 本 题 中 没有 指定 个 体 域 ,因而 使 用 全 总 个 体 域 . 
(1) 设 FGz):Z 为 正 数 ,G(y): y 为 负数 ,H(zx,y): Xx y. 
QD -drdy(F(rx) AG(y) AH(z,y)). 
© Yrvy(F(x) MG(y)> -7 H(zx,y)). 
(2) 设 F(z); zz 为 朋 , 瑟 (zy): XT 二 y,L(x,y): zz 与 y 为 对 项 角 . 
mVYVryyGF(z) MAF(y) AH(zr,y)>L(zr,Yy)). 
dz dy(F(x) MAF(y) 人 万 (zy) NM mL(zr,Yy)). 
分 析 ”证明 两 种 不 同形 式 的 符号 化 形式 是 等 值 的 . 
(1) -dxrdy(F(x) MAG(y) AH(zr,Yy)) 
OVrvy7 (F(xr) MG(y) A H(z,y)) (量词 否定 等 值 式 ) 
OVrYyy7((F(r) AG(y)) AH(z,y)) (结合 律 ) 
OVYrVyy(7 F(x) AG(y))V -H(zx,Yy)) ( 德 摩根 律 ) 
OVrVYy(F(r) MG(y)> -H(zx,y)) ( 列 涵 等 值 式 ) 
由 以 上 的 证 明 可 知 ,D 售 @. 
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其 实 , 由 包 开 始 演算 也 可 以 . 
VzyyCEFGz) 人 CCy) 一 一 万 (zyy)) 
OYrVYy( -7 (F(xr) MAG(y))V -H(zx,y)) ( 药 涵 等 值 式 ) 
OVrvyy7 F(z) MAG(y) NM H(zr,y)) ( 德 摩根 律 ) 
OVr™ jdy(F(r) AGGCy) 人 万 (zyy)) (量词 否定 等 值 式 ) 
SS- IrIy(F(x) AG(y) AH(z,y)) (量词 否定 等 值 式 ) 
(2) mWzyyGFGz) AF(ly) AH(zyy)>L(zx, Yy)) 
OIrdy-7 F(x) AF(y) AH(zr,y)>L(r,y)) (量词 否定 等 值 式 ) 
合 IJr3y-7(-7(F(x)AF(y)AH(x,y))VL(x,y)) (蕴涵 等 值 式 ) 
Sdrjdy(F(r) AF(y) AHEGCzy) 人 ”ELCzyy)) 
由 以 上 演算 可 知 山 售 久 . 
从 包 开 始 演算 也 可 以 . 
dz jdy(F(zx) AF(y) 人 万 (zy) 人 ”LOzyy)) 
售 IJx3y(--(F(x)AF(y) 人 HClryy)) 人 一 L(x,y)) (双重 否定 律 ) 
Sdrdy" (TF(r) AF(y) AH(r,y))) VL(z, y)) ( 德 摩根 律 ) 
jrdy-7 (F(zr) AF(y) AH(zr,y)>L(zr,y)) (蕴涵 等 值 式 ) 
On YrVvy (Fr) AF(y) AH(r,y) >L(r,Yy)) (量词 否定 等 值 式 ) 
3.29 (1) dzF(z) 一 VyC(Czyy) 
使 了 PC) 一 VyGCryy) ( 换 名 规则 ) 
OVulF(u) > VyG(rx,Yy)) (量词 辖 域 收 缩 与 扩张 等 值 式 ) 
SVuVYy (Fu) >G(r,y)) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
(2) Vz(F(r,y)> VyG(x,y,2)) 
OVrF(r y)> VuG(r,u,z)) ( 换 名 规则 ) 
OVrvuF(r,y) >G(r,u,2)) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
3.30 (1) F(x) 人 G(xz) 王 L(x,y) 已 为 前 束 范式 . 
(2) Vzi(F(r) G(r 72)) >( drs Hrs)™> drsL(xs x3)) 
Pr Hr de (Un 
OO Yr (Fx) G(T 7T2)) > Yr (Hrs )—> drsL(x; ,Tx )) 
Vel(PF(r) G(r Tj > Yrs drs (H(xs ) > L(x sy Ti)) 
二 
dr Yr (Fr) G(r HT2)) > dr (H(z ) L(x sx) )) 
SS dr Yrs drs (FT) G(x 70)) >(H(rxs)—L(zr, ,x ))) 

在 以 上 演算 中 ,第 一 步 使 用 换 名 规则 ,将 指导 变 元 zi 及 其 2 个 约束 出 现 蔡 换 成 zx, ,将 
指导 变 元 zs 及 紧 随 其 后 的 一 个 约束 出 现 蔡 换 成 zs ;在 第 二 步 和 第 三 步 将 缠 涵 式 的 后 件 用 
量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 化 成 前 束 范式 ;第 四 步 一 第 六 步 将 整个 公式 化 成 了 前 束 范式 .在 
演算 中 注意 正确 地 使 用 量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 . 

(3) dzF(zisrs) > (H(z D> ™— drG(r sx)) 

SdrF (rs Ts) CH(rT) > 7 drG(ri AD) ( 换 名 规则 ) 
全 IjzrsF(zs,T2) 习 (H(z1) 习 Yr 了 G(xi,z4)) (量词 否定 等 值 式 ) 
da P(r nN VEL >" ys) 


SVrtP(rrr) ”Yr (H(z) > "G(r ))) 
Cyr Yr (Flr) >(H(r yy > Sir 
3.31 本 题 没 指定 个 体 域 ,因而 使 用 全 总 个 体 域 . 
(1) 设 F(z): 为 汽车 ,G(y): y 是 火车 , 晶 (x,y): xX 比 y 跑 得 快 , 则 
Jr(F(x) A dy(G(y) AH(zx,Yy))) 
Odrdy(F(r) MG(y) A H(zr, y)) 
最 后 一 步 用 量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 及 结合 律 ,所 得 公式 为 本 束 范 式 . 
(2) 设 F(z): 是 火车 ,G(y): y 是 汽车 , 呈 (z,y):Z 工 比 y 跑 得 快 , 则 
JzGCFCzr) A Vy(G(y)>H(zx,y))) 
OdrVvy (Fr) A(G(y)>H(z, y))) 
最 后 一 步 所 得 公式 为 前 束 荡 式 . 
(3) 设 F(z); x 是 火车 ,G(y);y 是 汽车 ,有 H(z,y):; XZ 比 y 跑 得 快 , 则 
"(Yr(F(r)> Vy(G(y)> H(zx,y)))) 
Sn(Yrvyy (Fr >(G(y)>H(zx,y)))) 
Sdrdy7T(7F(X)V (TG(Y)V H(zr, y))) 
Sdrdy(F(r) AG(y) A 7 H(z, Yy)) 
最 后 一 步 得 公式 所 前 束 范式 . 
(4) 设 FGz): 为 飞机 ,CCy): y 为 汽车 ,有 ECz,y): 比 y 慢 , 则 
7 drtF(r) A dy(G(y) A H(z, y))) 
SO drdy(F(r) A(G(y) AH(zr,Yy))) 
OVrvyy7 (Fr) MG(y) 人 万 (zyy)) 
SVrvVy(7TF(r) AG(y))V 了 万 (zy)) 
OVrvyy(F(r) 人 GCCy) 一 万 (zyy)) 
最 后 一 步 所 得 公式 为 前 束 范 式 . 
3.32 (1) 可 用 两 种 方法 求 (1) 中 公式 的 前 束 
方法 1 利用 存在 量词 3 对 V 适合 分 配 律 . 
dxzF(z)V drG(x) VL(zr,Yy) 
Odr(F(r)VG(r)) VL(r,y) 
Odz (F(z) VG(z)) VL(r, y) ( 换 名 规则 ) 
售 Jz(F(z)VG(z)VL(zx,y)) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
方法 2 不 用 了 对 VYV 的 分 配 律 . 
JrF(r)V drG(r) VL(zr, y) 
SdzF(z)V duG(u) VL(r,y) ( 换 名 规则 ) 
售 Jz3u(F(z)VG(u)VL(z,y)) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
(2) 7(VrF(r)V VrG(r)) 
ST (VF(r)V VyG(y)) ( 换 名 规则 ) 
ST YrVy(F(r) VG(y)) (量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 ) 
SIrdy-7 (F(xr)VG(Y)) (量词 否定 等 值 式 ) 
Sdrdy(7TF(r) A TG(Yy)) ( 德 摩根 律 ) 
最 后 两 步 所 得 公式 都 是 前 束 范式 . 注意 ,VY 对 V 无 分 配 律 . 
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4.1 内 容 提 要 
1. 有 序 对 与 笛 卡 儿 积 
由 两 个 元 系 ,比如 说 zx 和 y ,按照 一 定 次 序 构成 的 二 元 组 称 为 一 个 有 序 对 , 记 作 (x,y). 
其 中 > 是 它 的 第 一 元 素 ,y 是 它 的 第 二 元 素 . 
设 A、B 为 集合 ,以 A 中 元 素 作 为 第 一 元 素 ,B 中 元 素 作 为 第 二 元 素 做 有 序 对 ,所 有 这 
样 的 有 序 对 构成 的 集合 称 为 A 与 B 的 笛 卡 儿 积 , 记 作 AXB. 符 号 化 表示 为 
AXB={(zx,y)|xEAAMvyEB) 
由 个 元 素 x1 ,x2，… ,x 按照 一 定 的 顺序 排列 构成 有 序 n 元 组 , 记 作 《x ,x ，… ,Xx,》， 
设 A, ,A,，,…,A, 为 集合 , 称 
A x A, XX ha XA, = { 《XT ton""" ED [x CA, ,1 一 | Se ,i ,71} 
为 n 阶 笠 卡 儿 积 . 
笛 卡 儿 积 的 运算 性 质 
(1) 当 A 或 者 B 为 空 集 时 ,AXB 也 是 空 集 . 
(2) 币 卡 儿 积 运算 不 适合 交换 律 , 即 AXB 关 BXA, 除 非 A=B,A= 二 或 者 B= O. 
(3) 笛 卡 儿 积 运算 不 适合 结合 律 , 即 (AXB)XC 了 AX(BXOC), 除 非 A=B,B= 儿 或 
C=g. 
(4) 笛 卡 儿 积 运算 对 并 和 交 运 算 适 合 分 配 律 , 即 
AX(BUC)=(AXB)UGCAXC) 
(BUC)XxA=(BXxA)UCCXA) 
AxX(BNMNCOC=(AXB) 站 CAXC) 
(BMC)XA= (BXA) NCXA) 
2. 二 元 关系 
如 果 一 个 集合 中 的 元 素 都 是 有 序 对 或 者 这 个 集合 是 空 集 , 则 称 这 个 集合 是 一 个 二 元 关 
系 , 人 向 称 关 系 . 关系 的 名 字 一 般 使 用 大 写 的 英文 字母 ,通常 记 作 R. 如 果 有 对 (zx,y) ER, 可 
以 简单 记 作 xRy, 否 则 记 为 xzRy. 
AXB 的 任何 子 集 所 定义 的 二 元 关系 叫做 从 A 到 B 的 二 元 关系 , 当 A 二 B 时 则 叫做 A 
上 的 二 元 关系 . 
A 上 的 特殊 关系 : 
空 关 系 0， 


全 域 关系 已 =(zy)|zEAAyEA)=AXA， 

恒 等 关 系 一 {(rx,7x)|xEA). 

小 于 等 于 关系 LL 一 {lxyy)|x,yEA 人 x 三 y) ,这 里 A CR,R 为 实数 集合 . 

整除 关系 Ds 二 (zx,y)|x,yEA Az 整除 y), 这 里 ACZ* ,Z* 为 非 0 整数 集合 ， 

包含 关系 Rc 二 {(x,y)|zx,yEA AxCy), 这 里 A 是 集合 族 . 

3. 关系 的 表示 

关系 有 三 种 表示 法 : 集合 表达 式 .关系 矩阵 和 关系 图 . 关系 和 矩阵 只 能 表示 从 有 穷 集 A 到 
有 穷 集 B 的 天 系 ,关系 图 只 能 表示 有 穷 集 A 上 的 关系 . 

设 A 二 {xiyx29 Ty) 3B 二 {yn yz ,ym);R 是 从 A 到 B 的 关系 ,R 的 关系 矩阵 是 布 
尔 和 矩阵 Ma 二 (7; ) 、 ,其 中 1 

当 尺 为 A 上 的 关系 时 ,R 的 关系 矩阵 是 ” 阶 方 阵 . 

设 A 二 {zx1,7zs，…,7s) ,R 的 关系 图 是 Gr 一 (A,R), 其 中 A 为 Gr 的 结 点 集 ,R 为 边 集 . 
VYzxi,X; 人 EA, 如 果 (x;,x;)ER, 在 图 中 就 有 一 条 从 x; 到 zi 的 有 问 边 . 

4. 关系 的 基本 运算 

定义 域 domR= 二 {x| jy((x,y) ER)). 

值 域 ranR=={y| jr((x,y) ER)). 

域 fldR 二 domR UranR. 

逆 CR 一 { 人 人 yz (zyy ER). 

合成 Re。eS=|(z,z)| yzyy)ERA(yz)ES)， 

有 关 基 本 运算 的 定理 : 

定理 4.1 设 下 是 任意 的 关系 , 则 

(1) (PF) ™ =F 

(2) domF ”一 ranF ,ranF 一 domF. 

定理 4.2 设 F,G,H 是 任意 的 关系 , 则 

(1) (F°G)° H=F°(G°H). 

(2) (FoG) =G oF. 

定理 4.3 设 R 为 A 上 的 关系 , 则 

R°TA=Ia°R=R 

5. 关系 的 需 运 算 

设 R 为 A 上 的 关系 ,n 为 目 然 数 , 则 R 的 n 次 里 定义 为 

(1) R'°={(r,x)|rEA}=L. 

DE 

有 关 窜 运算 的 定理 : 

定理 4.4 设 A 为 n 元 集 ,R 是 A 上 的 关系 , 则 存在 日 然 数 ; 和 zt(s<?) ,使 得 R= 二 R". 

定理 4.5 设 R 是 A 上 的 关系 ,m,n€EN, 则 

(1 RR 

(2 Tn 

定理 4.6 设 R 是 A 上 的 关系 , 奢 存 在 日 然 数 s.t(s=t) 使 得 R' 二 R', 则 

(1) 对 任何 &AEN, 有 RT* 二 RT*. 
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(2) 对 任何 &iEN, 有 Rti 一 Ri, 其 中 p= 二 1 一 s. 

(3) 令 S 二 {R',R!,…,R"!), 则 对 于 任意 的 gEN, 有 R'ES. 

6. A 上 关系 的 性 质 

设 尺 是 集合 A 上 的 关系 , 则 

(1) 如 果 VzCzEA->(zrzER), 则 称 尺 在 A 上 自 反 . 

(2) 如 果 VzCzEA-(zzry ER), 则 称 尺 在 A 上 反 自 反 . 

(3) 如 果 VzVyvCzyyEAA(CzyER- yz ER), 则 称 尺 在 A 上 对 称 . 

(4) 如 末 VzrVyCzyyEAA(zyERA(Cvz EGR- 一 y), 则 称 尺 在 A 上 反对 称 . 

(5) 如 果 VYrVyVzCryy,zEAA(r,y)ERA(y,z)ER>(r,z)ER), 则 称 尺 在 A 上 


判别 法 : 

利用 关系 表达 式 判 别 . 

(1) R 在 A 上 目 反 合生 R. 

(2) R 在 A 上 肥 自 反 合 R [| 二 . 

(3) RR 在 A 上 对 称 售 R= 二 RT. 

(4) RR 在 A 上 反对 称 合 R [1R CI. 

(5) R 在 A 上 传递 合 Re:RCR. 

利用 关系 矩阵 判别 : 

(1) RR 在 A 上 自 反 售 主 对 角 线 元 素 全 是 1. 

(2) RR 在 A 上 反目 反 令 主 对 角 线 元 素 全 是 0. 

(3) RR 在 A 上 对 称 全 矩阵 是 对 称 和 矩阵 . 

(4) R 在 A 上 反对 称 信 大 7 二 1, 且 i 了 7, 则 ;二 0. 
(5) R 在 A 上 传递 名 对 Me 中 1 所 在 位 置 ,M 中 相应 位 置 都 是 1. 


利用 关系 图 判别 : 

(1) R 在 A 上 上 自 反 售 每 个 项 点 都 有 环 . 

(2) R 在 A 上 反目 反 令 每 个 顶点 都 没有 环 . 

(3) RR 在 A 上 对 称 今 如 果 两 个 顶点 之 间 有 边 ,一 定 是 一 对 方向 相反 的 边 ( 无 单 问 边 ). 


(4) RR 在 A 上 反对 称 售 如 采 两 点 之 间 有 边 ,一定 是 一 条 有 癌 边 (无 双 问 边 ). 

(5) RR 在 A 上 传递 今 如 采 顶 点 xz; 到 zi 有 边 ,zx; 到 zx 有 边 , 则 从 zx; 到 zx; 也 有 边 ， 

7. 关系 的 闭 包 

设 R 是 非 空 集合 A 上 的 关系 ,R 的 自 反 ( 对 称 或 传递 ) 闭 包 是 A 上 的 关系 R' ,使 得 R 满 


足以 下 条 件 ; 


(1) R' 是 自 反 的 (对 称 的 或 传递 的 ). 

(2) RCR . 

(3) 对 A 上 任何 包含 R 的 自 反 (对 称 或 传递 ) 关 系 尺 有 R' SR . 

一 般 将 尺 的 自 反 闭 包 记 作 x(R) ,对称 闭 包 记 作 CR) ,传递 闭 包 记 作 1(R). 
关系 闭 包 的 计算 公式 : 

定理 4.7 设 R 为 A 上 的 关系 , 则 有 

(1) r(R)=R UR'. 


(2) s(R)—=RUR . 
(3) 1(R)=RUR UR U... 
计算 传递 闭 包 的 沃 舍 尔 (Warshall) 算 法 (时 间 复 杂 度 为 O(n ) )， 
8. 等 价 关 系 
集合 A 上 的 自 反 的 ,对 称 的 ,传递 的 关系 R 称 为 A 上 的 等 价 关系 . 对 于 任何 元 素 
Xs,yEA, 如 果 xRy, 则 称 x 与 y 等 价 , 记 作 > 一 
设 R 为 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,z 为 A 上 的 元 系 ,A 中 与 x 等 价 的 全 体 元 系 构 成 的 子 集 
称 为 x 的 等 价 类 , 记 作 [x jx. 
定理 4.8 设 R 是 非 空 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 则 
(1) VzEA,|zj 是 A 的 非 空子 集 ， 
(2) Yrx,，yEA, 如 果 xRy, 则 [x | 二 Lyj. 
(3) Vx,yEA, 如 有 果 zy, 则 [x 与 yj 不 交 . 
(4) [Lesli l=A. 
商 集 与 划分 : 
A 上 的 全 体 等 价 类 构成 的 集合 称 作 A 关于 等 价 关系 R 的 商 集 , 记 作 A/R. 即 
A/R={[zxlr|x€EA) 
设 A 为 非 空 集合 , 奇 A 的 子 集 族 r(rCP(A)) 满 足下 面条 件 ; 
(1) O Ex. 
(2) Yr VYy(r,yErxr NzrAy>zrx [y= 0). 
(3 [ear=A. 
则 称 x 是 A 的 一 个 划分 , 称 x 中 的 元 系 为 A 的 划分 块 . 
集合 A 的 划分 与 A 上 的 等 价 关系 是 一 一 对 应 的 . 
9. 仿 序 关系 
非 空 集合 A 上 的 目 反 、 反 对 称 和 传递 的 天 系 称 为 A 上 的 偏 序 关 系 , 人 简称 偏 序 , 记 作 <. 
非 空 集合 A 上 的 反目 反 和 传递 的 关系 称 为 A 上 的 拟 序 关 系 ,简称 为 拟 序 , 记 作 去 . 
设 R 为 非 空 集合 A 上 的 偏 序 关 系 , Vz,yEA,z 与 y 都 是 可 比 的 , 则 称 R 为 全 序 关系 ， 
简称 全 序 ( 或 线 序 ). 
集合 A 和 A 上 的 偏 订 关系 二 一 起 叫做 偏 序 集 , 记 作 (A,<). 
A 上 偏 序 关系 尺 < 与 拟 序 关 系 R< 之 间 存 在 如 下 的 一 一 对 应 : 
R<=R<UL, R<=R<—I 
偏 序 集中 的 元 素 的 可 比 与 覆盖 : 
设 民 为 非 空 集合 A 上 的 偶 序 ,z,yEA, 如 果 z 稚 yVwv<xz, 则 称 工 与 可 比 . 
设 尺 为 非 空 集 合 A 上 的 偏 序 ,zx,y€E A, 如 果 zy 且 不 存在 xzEA 使 得 zz<y, 则 称 
偏 序 集中 的 特殊 元 素 : 
设 (4A, 入 ?为 俩 序 集 , BSA,yEB. 
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(1) 大 Yr(rEB>y 二 7x) 成 立 , 则 称 > 为 B 的 最 小 元 . 

(2) 大 Yr(rEB>xy) 成 立 , 则 称 y 为 B 的 最 大 元 . 

(3) 在 VzCzEEBA>z 入 y 一 xz 一 四 成立, 则 称 > 为 B 的 极 小 元 . 

(4) 大 Yr(xEBAy 二 Xz 二 y) 成 立 , 则 称 > 为 B 的 极 大 元 . 

设 4(4A ,< 入) 为 侦 序 集 , BSA,yEA. 

(5) 大 Yr(rEB>xy) 成 立 , 则 称 yy 为 B 的 上 界 . 

(6) 大 Yr(rEB>y 和 7) 成 立 , 则 称 > 为 如 的 下 界 . 

(7) 邻 C={yly 为 B 的 上 界 }, 则 称 C 的 最 小 元 为 B 的 最 小 上 界 或 上 确 界 . 

(8) 令 D={yly 为 B 的 下 界 }, 则 称 DD 的 最 大 元 为 B 的 最 大 下 界 或 下 确 界 . 

仿 序 集 的 特殊 子 集 : 

设 (A, < ) 为 偏 序 集 ,BCA. 

(1) 如 果 Vz,yEB,z 与 y 都 是 可 比 的 , 则 称 B 是 A 中 的 一 条 链 ,B 中 的 元 系 个 数 称 为 
链 的 长 度 . 

(2) 如 果 Yr,yEB,zx 关 y,X 与 y 痢 是 不 可 比 的 , 则 称 B 是 A 中 的 一 条 反 链 ,B 中 的 元 
系 个 数 称 为 反 链 的 长 度 . 

偏 序 集 反 链 分 解 算法 与 拓扑 排序 算法 . 


4.2 习 在 


4.1 设 A={1,2), 计 算 P(A)XA. 

4.2 A={0,1),B=={1,2}, 确定 AX1{1}XB. 

4.3 (1) 证 明 ACBACCD=AXCCBXxD. 

(2) 命题 (1) 的 道 命题 是 否 正确 ,证 明 你 的 结论 . 

4.4 A== 代 ,2,3),B 二 {4,5,6,8) , 列 出 关系 尺 忆 AXB 中 的 有 序 对 ， 

(1) zxRy 当量 仅 当 x 整除 y. 

(2) xRy 当 且 仅 当 gcd(x,y)= 二 1, 即 x 与 y 的 最 大 公约 数 等 于 1. 

(3) xRy 当 且 仅 当 > 或 y 为 素数 ， 

(4) zxRy 当 且 仅 当 zx 之 yy. 

(5) zRy 当 且 仅 当 zx 十 y<<8. 

4.5 设 A== 们 ,2,3),A 上 的 关系 RR 二 {(x,y)|x 二 y 十 1 或 x+ 二 y 一 1) ,R 的 补 关系 RR 也 
是 A 上 的 关系 ,其 中 ,R={(x,y)| (zyy) 人 FR}. 求 RR. 

4.6 列 出 关系 尺 二 {la,b,c,d)|la,b,c,dE7V7 aocd 一 6} 中 所 有 的 有 太 4 元 组 . 

4.7 设 R 是 目 然 数 集 N 上 的 关系 且 满 足 xRy 当 且 仅 当 z 十 2y 王 10, 其 中 ,十 为 普通 加 
法 ,计算 以 下 各 题 . 

(1) dom 下 . 

(2) ran 下 . 

(YR. 

4.8 设 R={(a,{a,{a))),({a),a),《a,a)), 求 ; 


(1) R°R. 

(2) domnR. 

4.9 设 R.S 都 是 二 元 关系 ,证 明 .: dom(R US) 二 domR UdomS. 

4.10 设 R={( 名 ,{ 名 )),《{ 名 },( 名 ,{ 多 )))) ,计算 以 下 各 小 题 . 

(DRE, 

(2) R°R. 

4.11 设 R={(@,{)),({ 名 },a),(b, 避 )), 求 ， 

(1) rank. 

(2) ReR. 

4.12 A=(0, 士 1, 士 2, 士 3, 士 4) ,Ri,R; 为 A 上 的 关系 ,其 中 ， 
R={(x,y)|r,yEA,y—1<zx<y+2) 
R,—{(xsy)|r,yEA,r Ey} 

邻 R(x) 二 {y|xRiy} ,i 二 1,2, 求 R,(0) 与 R,(3). 

4.13 判断 下 列 各 关系 是 否 具 有 目 反 性 、 反 目 反 性 .对 称 性 `. 反 对 称 性 .传递 性 . 

(1) R 是 自然 数 集合 N 上 的 关系 , 且 xRy 当 且 仅 当 zz 十 y 是 偶数 . 

(2) R 是 卓然 数 集合 N 上 的 关系 ,是 zRy 当 且 仅 当 zy 或 y 二 1 

(3) R 是 自然 数 集合 N 上 的 关系 , 且 xRy 当 且 仅 当 |x| 十 |y| 冯 3. 

(4) R 是 有 理 数 集合 Q 上 的 关系 , 且 xRy 当 且 仅 当 y= 二 x 十 2. 

(5) R 是 自然 数 集合 N 上 的 关系 , 且 xRy 当 且 仅 当 zy 一 4. 

4.14 设 集 合 A=={a,b,c),R 是 A 上 的 二 元 关系 ,已 知 尺 的 关系 和 矩阵 为 


1 0 0 
Mr=| 01 1 
01 1 
(1) 写 出 的 集合 表达 式 . 
(2) 画 出 RR 的 关系 图 . 
(3) 训 明 R 具有 哪些 性 质 . 
4.15 A=(10,1,…,7}),Vz,yEA,xzRy 全 4 一 xz 一 小 说 明 尺 具有 什么 性 质 . 
1] 0 0 
4.16 设 X=(1,2,3},RR 是 X 上 的 关系 , 且 MR=| 1 1 0 |, 那 么 RR 的 性 质 是 什么 ? 
10 0 


4.17 设 A={a,b,c,d,e,f),R 是 A 上 的 二 元 关系 ,其 关系 定义 如 下 : 
R=1(nby Doe) olesa yr (es ys Fae}! 
使 用 关系 矩阵 法 求 最 小 的 自然 数 st 使得;=i1, 且 R==R:. 
4.18 X=(a,b,c,d) ,XX 上 的 关系 R 如 图 4.1 所 示 . 求 
r(R)、s(R) .t+(R) 的 关系 图 . 一 
4. 19 对 于 表 4.1( 主 教材 中 的 表 4.3) 中 每 个 打 义 的 命 
题 给 出 反例 
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Ri 1R， “| 
Ri UR; 
Ri—R; X 
Ri*°R; xX 


4.20 已 知 RCAXA 有 日 A=={a,b,c),R 的 关系 矩阵 为 
1 0 0 
Mr=|I0 1 1 
0 1 1 
求 传递 闭 包 +(R) 的 关系 矩阵 M,. 
4.21 设 R 是 A 上 自 反 的 关系 ， 
(1) 证 明 ReR7' 是 A 上 的 自 反 关系 . 
(2) 证 明 Rs*R 是 A 上 的 对 称 关 系 . 
(3) ReR7 是否 为 A 上 的 传递 关系 ? 如 果 是 ,给 出 证 明 ;如 果 不 是 ,给 出 反例 . 
4.22 指出 下 面 命题 证 明 中 的 错误 . 
命题 : 设 R 是 集合 A 上 的 对 称 、 传 递 的 关系 , 则 R 是 目 反 的 . 
证 明 : 设 zxEA, 根 据 对 称 性 由 (4z,y?ER 得 到 (y,x)ER, 骨 使 用 传递 性 得 到 (x ,x ER. 从 
而 证 明了 R 的 目 有 反 性 . 
4.23 A 一 {1,2,3,4,5} ,R 二 {x,y)|x,yEA Axz 一 y 可 被 2 整除), 简 答 以 下 各 题 . 
(1) 画 出 的 关系 图 . 
(2) R 是 否 为 A 上 的 等 价 关系 ? 如 有 果 是 , 求 出 R 的 各 等 价 类 . 
4.24 ” 设 集 合 立 二 {1,2,3) ,下列 关系 A.B.C.D 中 哪些 不 是 关上 的 等 价 关系 ?为 什么 ? 
A—{{(l,1) 7 (20) (953) 
J=(Alelye(2 2 0 
Ct Dl 
DSNRlD QD (D2 
4.25 设 A={a,bycyd}),R 一 也 UW{(ayc) ca dy do) 为 A 上 的 等 价 关 系 , 求 


出 所 有 的 等 价 类 . 
4.26 尺 为 自然 数 集 N 上 的 关系 , Yr,yEN,xRy 合 2| (zx 十 y), 试 确定 RR 引起 的 N 的 
划分 . 


4.27 设 A=(1,2,3,4,5),A 上 的 划分 + 二 {{1,2),{3,4),{5)}, 给 出 由 x 所 诱导 出 的 
A 上 的 等 价 关 系 R 的 集合 表达 式 . 

4.28 设 A=={a,b,cydye,f},;R 是 A 上 的 二 元 关系 ,有 日 R 一 {la,0), 《a,c),(e, 放 ). 设 
R 二 tsr(R), 则 R* 是 A 上 的 等 价 关系 . 

(1) 写 出 R’ 的 关系 表达 式 . 

(2) 写 出 商 集 A/R*. 


4.29 设 A=Z XZ ,在 A 上 定义 二 元 关系 RR 如下: 〈《《x,y),《us,v))ER 当 且 仅 当 
Tv 一 yu, 证 明 R 是 一 个 等 价 关 系 . 

4.30 ”如 果 和 集合 A 上 的 关系 R 是 目 肥 的 和 对 称 的 , 则 称 R 是 A 上 的 相 容 关系 . 右 
(zy 属于 相 容 关 系 玉 , 则 称 工 与 y 相 容 . 设 B 是 A 的 子 集 ,如 果 B 中 任何 两 个 元 系 都 是 彼 
此 相 容 的 , 则 称 B 为 A 关于 R 的 相 容 性 分 块 . 如 果 某 个 相 容 性 分 块 B 满足 下 述 性 质 ， VxE€ 
A 一 B,x 不 能 与 B 的 所 有 元 率 都 相 容 ,那么 就 称 B 是 极 大 相 容 性 分 块 . 令 A 二 (1,2,3,4,5})， 
A eA a 
上 的 相 容 关系 , 求 出 A 关于 R 的 所 有 的 极 大 相 容 性 分 块 . 

4.31 A=={a,b,c,d) ,Ni(i 二 1,2,3,4) 是 A 的 划分 , 设 

m={{a},{b},{c},(d}) 

ns—={{asc}, (b,d}} 

ns—={{a,b},{c}, (ad}} 

元 ,人 
设 区 = {m mr ,Ns ,NTs) ,二 为 划分 的 加 细 关 系 , 即 x; 二 x 当 且 仅 当 Fr; 的 每 个 划分 块 都 包含 在 
ri 的 某 个 划分 块 中 ,求偶 序 集 ( 匡 ,入 的 哈 斯 图 ， 

4.32 设 A=(41,2,3,4,6,8,9}, 俩 序 集 S$ 王 (4A, 入 ,其 中 , 科 为 整除 关系 . 

(1) 画 出 S 的 哈 斯 图 . 

(2) 找 出 {14,6) 的 最 大 下 界 和 最 小 上 鹤 . 

4.33 A 二 {1,2,3,4,6,8,12,24},《A,) 是 偏 序 集 , 其 中 二 为 整除 关系 . 画 出 
(A, 三 ) 的 喻 斯 图 , 

4.34 图 4.2 是 偶 序 集 (X, 入 的 哈 斯 图 . 

(1) 求 X 和 和 的 集合 表达 式 . 

(2) 求 该 偏 序 集 的 极 大 元 、 极 小 元 、 最 大 元 、 最 小 元 . 

4.35 设 A={1,2,3,4), 图 4.3 给 出 了 A 上 的 两 个 偏 序 关系 , 试 画 出 它们 的 哈 斯 图 ， 
并 指出 每 个 偶 序 集 的 极 大 元 .最 大 元 、 极 小 元 、 最 小 元 . 


图 4.2 多 4.3 


4.36 设 A=(1,2,3,4,5,6)》,R 为 A 上 的 整除 关系 ,A;,= (12,3,6},A; 王 (2,3,5), 求 
Ai 与 A, 的 上 界 . 下界、 上 确 界 、. 下 确 界 . 

4.37 A 二 {2,3,…,9}), 生 为 A 上 的 偏 序 , Yrx,yEA,zxy 合 (a(7X) 达 a(y))V (a(x)= 
a(y) 人 XY 三 y).a(X) 表 示 z 的 互 异 的 质 因子 个 数 , 男 出 (A ,二 ) 的 蛤 斯 图 . 

4.38 在 A=={1,2,3) 上 可 定义 多 少 个 偏 友 关系 ”其 中 有 多 少 个 是 全 厅 关 系 ? 

4.39 (1) 设 R 为 A 上 的 偏 友 关系, 证明 R 一 I4 为 A 上 的 拟 友 关系 . 
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(2) 设 $S 为 A 上 的 拟 序 关 系 ,证 明 SUTs 为 A 上 的 偏 序 关系 . 
4.40” 设 (5, 三) 是 偏 序 集 , 且 它 的 最 大 反 链 的 长 度 是 ,证 明 如 有 果 将 它 分 解 成 链 , 则 链 


的 条 数 至 少 是 17. 


4.3 习题 解 谷 与 分 析 


下 


上 


19440121 11 12 
4.3 (1) 任 取 (zxz,y, 则 
‘(Ty EAXCOrEA NyECrEBAyEDSO(r,yEBXD 

(2) 不 正确 .有 反例; A= 名 ,B==D={1} ,C= {2}. 
了 
[2 
(B= dd 
(4) R= 8. 
(5 R= (1d) (lB (lO07 (2rd 20537 (3sd7), 
I = 

Lele 
0 WM EY Ey DY WE 


Ep DA A er a A 
YY le 


4.7 R={(0,5),(2,4),(4,3),《6,2),《48,1》,《10,0)}, 则 

(1) domR= {0,2,4,6,8,10}). 

(2) tan f= 0 2303 dy 

(3) R ={(5,0),(4,2),(3,4),(2,6),(1,8),<0,10)}. 

4.8 (ly ReR=larsar (ars ldsrlat 7 (a ds (dart}). 

(2) domR= (a,‘a}}. 

4.9 任 取 zx, 则 

rEdom(RUS)S jdy((r,y;ERUS) 

Ody((r,y ERV (r,y) ES) 
Ody((ryy ER)YV dy((x,yES) 
SrEdomRV rEdomS 
SrE domRU domsS 

4.10 (1) RY ={({2},8),((G ,OG})},(G))}. 

(2) R°R={(2 ,{2 ,{G}})}. 

4.11 (1) ranR={a,2,{G}}. 

(2) Re R={(G ,a),(b,(G}))}. 

4.12 由 于 yeER (0)Szr 一 2<y 三 zl1l,r=0sy CASG—2<y<lyEA, 于 十 


Ri1(0)={—1,0}. 

由 于 y€E Ri(3) 仿 3: 万 y,y€EA, 没 有 yy 满足 这 个 条 件 , 因 此 R;(3) 二 2. 

4.13 (1) RR 仅 具 有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 

(2) R 仅 具有 反目 反 性 和 对 称 性 . 

(3) R 仅 具有 目 反 性 和 对 称 性 . 

(4) R 仅 具有 反目 反 性 和 反对 称 性 . 

(5) R 仅 具 有 对 称 性 . 

说 明 : (1) x 十 x 是 侦 数 ,于 是 尺 是 目 反 的 ;x 十 y 为 偶数 ,那么 y 十 x 也 是 偶数 ,于 是 R 
是 对 称 的 ;(2,4) 与 ‘(4,2) 同 时 属于 尺 ,因此 不 是 反对 称 的 ;zx 十 y 是 偶数 ,y 十 z 是 偶数 ,那么 
ZX 十 z 也 是 偶数 ,于 是 R 是 传递 的 . 

(2) zx 二 zx 不成立, 于 是 尺 不 是 目 反 的 ,而 是 反目 反 的 ; 奋 z>y 或 yz, 必 有 y>> 或 
zy, 对 称 性 成 立 ; 反 对 称 性 不 成 立 ,因为 (1,2),(2,1) 都 属于 尺 , 但 是 1 天 2;R 不 是 传递 的 ， 
因为 (1 ,2) 和 (2,1) 都 属于 RR, 但 是 (1,1) 不 属于 RR. 

(3) 是 自 反 的 ,因为 |x| 十 |x| 二 2x 不 等 于 3; 是 对 称 的 ,不 是 反对 称 的 ,因为 (1,3)， 
《3,1) 属 于 R, 但 是 1 关 3; 不 传递 ,因为 1 十 0 了 关 3,0 十 2 取 3, 但 是 1 十 2 二 3. 

(4) x 关 X 十 2, 于 是 RR 是 反目 反 的 ;大 x 二 y 十 2, 一 定 不 会 有 y 王 x 十 2, 因 此 RR 不 是 对 称 
的 ,而 是 反对 称 的 ;y= 一 zx 十 2,z 一 y 十 2, 那 么 z= 二 x 十 4， 所 以 RR 不 是 传递 的 . 

(5) 不 是 目 反 的 ,因为 (1,1) 不 属于 R; 不 是 反 自 反 的 ,因为 (2,2) 属 于 R; 是 对 称 的 ,但 
不 是 反对 称 的 ,(1,4) 与 (4,1) 都 属于 RR, 但 是 1 关 4; 不 传递 ,因为 (1 ,4) ,(4,1) 都 属于 尺 , 但 是 
(1,1) 不 属于 R. 

4 .1 (1 R= bb (hc tresb)s (Ear. 

(2) 关系 图 如 图 4.4 所 示 . 

(3) 由 关系 图 不 难看 出 R 是 日 反 、 对 称 、 传 递 的 . () 


4.15 尺 是 反目 反 的 、 反 对称 的 ,传递 的 . 
说 明 : 对 任何 xz,4 二 x 一 x 都 不 成 立 ,R 是 反目 反 的 ;名 4 二 x 一 y, 那 

么 y 一 x+ 二 一 4, 不 会 成 立 4=y 一 x, 关 系 是 反对 称 的 ;大 4 过 Zz 一 yy， . 

4 二 y 一 z， 那么 4 二 8 二 x 一 z,R 是 传递 的 . 
4.16 民 是 反对 称 ,传递 的 . 四 
4.17 设 尺 的 关系 矩阵 是 M , 则 : 

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 1 000 0 0 1 0 0 0 
M=|1 0 0 0 0|, M=|I0 10 0 0|, MM=|0 0 1 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 1] 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
M=|1 0 0 0 0|1, MM=|I0 1 0 0 0|, M=|0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 


损人 小 


离 孝 数学 习题 解答 与 学 习 指 半 ( 钊 3 版 ) 


M 对 应 的 关系 是 
a 
因此 得 到 s 二 0,t= 二 6.， 
4.18 R tne 对 称 .传递 财 包 如 图 4. 5 所 示 . 
4.19 局 运 算 不 保持 反对 称 性 与 传递 性 ,反例 1: 
A 和 二 
一 运算 不 保持 目 反 性 与 传递 性 ,反例 2: A= {1,2)， 
ER 
运算 不 保持 反目 反 性 , 同 反 例 1. 
。 运算 不 保持 对 称 性 ,反例 3: A== {1,2), R= 
{1,1)},R,=1(1,2),(2,1)}. 
运算 不 保持 反对 称 性 ,反例 4: A 二 {1,2),Ri 二 
Ee Dt A WS 
。 运算 不 保持 传递 性 ,反例 5: 
A={1s2 9d 
Reid (2 d)) 
本 二 从 1 
4.20 根据 矩阵 可 以 知道 尺 是 传递 的 ,于 是 M, 一 MR. 
4.21 (1) 任 取 xEA, 则 
《TCR 二 TCR 人 AZ TCR 
>(r,T ERA(r,rTERT! 
>(r,7)ERR™ 


(2) 任 取 z,yEA, 则 
(TIERR > dz((z,2)ERA(z,yyER ) 
ee 2)ERAN(z,rT ER (yr ERRT 
(9 不 一 是 反例 ， 2 一 {15253) R=((131(013273020;5275(2537,049537)s 则 
RoR “=tll7r (lo Dd 2 I (aD (DD 
上 述 关 系 中 含有 《1,2),(2,3) ,但 是 没有 (1,3) ,因此 不 是 传递 的 . 
4.22 在 (xX,y)ER 成 立 的 条 件 下 可 以 推出 (zx,x) ER, 但 是 这 个 条 件 不 一 定 对 A 上 所 
有 的 xz 部 成 立 , 因 此 ,不 能 证 明 对 所 有 的 EA 部 有 (x ,zx)ER. 
4.23 (1) 关系 图 如 图 4.6 所 示 . 
(2) 是 等 价 关 系 . 等 价 类 是 [11]=[3]=[5|]= 
{1,3,5},[2|=[4|={2,4 
4.24 A 是 恒 等 关系 ,因此 是 等 价 关系 ;B 是 
有 反 、 对 称 、 传 递 的 关系 ,也 是 等 价 关 系 ;C gp 
系 , 因 为 C 没有 对 称 性 ;了 是 等 价 关 系 , 因 为 疡 是 全 域 
图 4.6 关系. 
4.25 ”根据 R 的 定义 知道 a 与 c 等 价 ,b 与 4 等 
价 , 于 是 [a | 一 [cl 一 {ayc} ,16| 一 [a | 二 {6,yd 
4.26 zxRyS2| (zx 十 y) 合 x 与 y 具有 相同 的 奇偶 性 . 令 A 二 {2x1xEN), 则 划分 = 


{A,N—A). 
La Re DD. 
本 
(2) A/R* ={{a,b,c},{(d},(e,f}}. 
4.29 任 取 人 zy》, 则 
(X,Yy) ED XT 人 2 一 yy) (ry EGR 
任 取 (zy,y),(xoEZ XV, 则 
(Ty) UU ER 一 7 一 yy 一 VC U) zy 下 
任 取 人 zy), (zyo wytiEZ XZ , 则 
(人 人 


才 上 洪 


i i Al ead, 
ZU 一 YU Nut= Di 一 一 人 一 二 一 


UVU uv t 
本 TE ，， 
《示人 7 ,Tt ER 


4.30 ” 极 大 相 容 性 分 块 是 {1,2),{2,3),{3,4,5}. 

4.31 最 细 的 划分 是 x ,最 粗 的 划分 是 zi. 喻 斯 图 如 图 4.7 所 示 ， 
4.32 (1) 哈 斯 图 如 图 4. 8 所 示 . 

(2) {4,6} 的 最 大 下 界 2, 最 小 上 界 不 存在 . 

4.33 了 哈 斯 图 如 网 4. 9 所 示 . 


Na 
人 NU 
i 
图 4.7 图 4.8 图 4.9 


4.34 (1) X={a,b,c,d,e,f}, 则 
00 (ne un (ne (as rs beys 
a 

(2) 极 大 元 e,f; 极 小 元 a; 最 大 元 不 存在 ,最 小 元 a. 

4.35 了 哈 斯 图 如 网 4. 10 所 示 . 

(a) 极 大 元 与 最 大 元 为 1, 极 小 元 为 2 和 3, 没 有 最 小 元 . 

(b) 极 大 元 2 和 3, 没有 最 大 元 ; 极 小 元 和 最 小 元 为 4. 

4.36 Ai 的 上 界 为 6, 最 小 上 界 也 是 6;A; 的 下 界 为 1, 最 大 下 界 也 是 1. A, 没有 上 界 与 
最 小 上 界 ;As 的 下 界 和 最 大 下 界 为 1. 

4.37 2、3、5、7 为 素数 ,每 个 数 只 有 1 个 质 因子 .4、8、9 中 的 每 个 数 也 只 有 1 个 质 因子 . 
只 有 6 有 2 个 质 因 子 , 于 是 6 是 最 大 元 . 喻 斯 图 如 图 4. 11 所 示 ， 
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6 
9 

| 
名 
4 J 
2 | s 
4 

4 
3 2 3 
(a) (b) ) 
图 4. 10 图 4.11 


4.38 ”考虑 偏 序 关 系 的 喻 斯 图 , 将 这 些 哈 斯 图 按照 偏 序 关 系 中 的 边 数 进行 分 类 .; 没有 
边 对 应 的 是 便 等 关系 .含有 1 条 边 (i,7) ,这 样 的 边 对 应 于 从 1.2.3 中 选 2 个 数 的 一 种 选 法 ， 
由 于 有 6 种 选 法 ,因此 有 6 个 不 同 的 偏 序 关系 . 含 2 条 边 的 全 序 关 系 有 6 种 ,对 应 于 1.2、3 
的 6 个 排列 ,而 含 2 条 边 的 非 全 序 的 偶 序 关系 或 者 有 1 个 极 大 元 和 2 个 极 小 元 ;或 者 有 2 个 
极 大 元 和 1 个 极 小 元 ,总 共 也 是 6 种 .综合 上 述 ,3 元 集合 上 有 19 个 不 同 的 侦 序 关系 ,其 中 6 
个 是 全 序 关 系 . 
4. 39 (1) 假若 存在 zxEA, 使 得 (z,zyER 一 有 ,那么 必 有 (zz) 人 有 ,于 是 zx 人 A, 与 
TEA 矛盾 . 这 就 证 明了 R 一 I4 是 反目 反 的 . 
任 取 人 zy),(y,z, 则 
(wy ER— Ny CR I 
>(r,y ERAN(y,zERA(r,y) EIA Nly,z) ET 
>(r,z) ER AZ 天 yy 人 y 天 > 
如 果 zx 一 z, 那 么 就 有 (zy)yER,(y,zyER, 且 7z 关 y, 与 民 为 反对 称 关 系 克 眉 . 所 以 (zz 和 作 
14. 于 是 得 到 (x,z)〉 ER 一 I4. 综 合 上 述 ,R 一 I4 具有 反目 反 性 和 传递 性 ,是 A 上 的 拟 序 关系 . 
(2) 显然 SUT 为 A 上 的 自 反 关系 . 任 取 (zx,y)ESUT, 如 果 x 关 y, 那 么 (x,y)ES, 由 
于 S 的 反对 称 性 ,一 定 有 (y,x〉F S, 于 是 得 到 (y,x)〉 锋 SUI. 如 果 工 ==y， 那么 ww 
SUIA 有 HL(y,x)ESUTI 缠 涵 x 二 y. 于 是 SUIs 是 反对 称 的 .最 后 证 明 传 递 性 . 任 取 (x,y)， 
《y, 之 ), 则 
(Ty ESUT A(y,zIESUL, 
(ry ESVa CD) NN(( ECSV(y2 Ch) 
>((r,yESN(y,z)ES)V((r,yES Ny=z) 
V (x=yN(y,z)ES)V (rx=Yy My=z) 
>{(rr CHOY (rr COV (rs) CIV rz) ET, 
=>(r,z)ESUT 
综合 上 述 ,S UIs 上 有 具有 目 反 、 反 对 称 和 传递 性 ,是 A 上 的 偏 序 关系 . 
4. 40 证 明 : 设 A 是 偏 序 集中 最 大 的 反 链 ,A 含有 nn 个 元 系 . 假 右 俩 序 集 能 够 分 解 成 
n 一 1 条 链 ,根据 生怕 时 OO 到 人 二 要 4.4 的 证 明 ),A 的 个 元 素 中 必 有 2 个 元 系 取 日 
同一 条 链 . 于 是 ,这 2 个 元 素 可 比 ,与 A 为 反 链 了 矛盾. 


5.1 内 容 提 要 
设 f 是 二 元 关系 ,如 果 对 于 任意 zE dom 太 ,者 存在 唯一 的 yE ranf, 使 得 xfy 成 立 , 则 


称 了 为 函数 (或 者 映射 ). 这 时 也 称 y 为 f 在 x 的 值 , 记 作 y= f(x). 


2， 函数 相等 

设 f,g 为 图 数 , 则 f==g 售 fCg Ag 和 Sf. 

两 个 函数 了 和 g 相等 ,一 定 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) dom f= domeg. 

(2) YrEdomf 二 domeg 都 有 f(x) 二 g(x). 

从 A 到 B 的 函数 f: A 一 B, 其 中 A.B 为 集合 ,Ff 为 函数 ,domf 一 A,ranf 守 B. 
所 有 从 A 到 B 的 函数 的 集合 , 记 作 Bs* ,符号 化 表示 为 B*={f|1f: A 一 B). 

(1) 如 果 存 在 cE B 使 得 对 所 有 的 x€EA 都 有 f(x)==c, 则 称 f: A>B 是 常 函 数 . 

(2) A 上 的 恒 等 函 数 14 ,对 有 所 有 的 xTEA 都 有 Ta(x) 二 =x. 

(3) 设 (A, 二 ),(B, 二) 为 偏 序 集 , f: A 一 B, 如 果 对 任意 的 x1,x: cEA4,z<z ,就 有 


1 ) < f(z ) ， 则 称 下 为 单调 违 增 的 ; 如 果 对 任意 的 11， CA Xl < Tz， ， 怠 有 1 (Xxi) 去 
f(xz), 则 称 f 为 严格 单调 递增 的 . 类 似 地 也 可 以 定义 单调 递减 和 严格 单调 递减 的 困 数 . 


(4) 设 A 为 集合 ,对 于 任意 的 A’ SA,A4 的 特征 函数 yw : A 习 {0,1} 定 义 为 
Xa (a)=1 a€EA’ 
Ya (a)=0 aEA—A’ 
(5) 设 尺 是 A 上 的 等 价 关系 , 令 
5: A>A/R 
g(a)=[a], Va€A 


称 g 是 从 A 到 商 集 A/R 的 自然 映射 . 


4， 函数 的 像 与 完全 原 像 

设 函 数 f; 4 一 B,4ACA,BCB. 

(1) A; 在 和 下 的 像 FAD)=(FCz)lzEA4), 当 A=A 时 ,FA) 称 为 函数 的 像 . 
(2) Bi 在 f 下 的 完全 原 像 f 71(B,)=={x1|x€EAAf(r)EB). 
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注意 图 数 的 值 与 图 数 的 像 之 间 的 区 别 , 函 数值 f(x)EB, 而 像 FA SB. 
一 般 说 来 ,函数 的 像 和 完全 原 像 满 足 Alf (f(A1)) 入 (CBD)SB 
5. 函数 的 性 质 
设 f: A 习 B, 则 
(1) 奢 ranf 二 B, 则 称 f: A 一 B 是 满 射 的 . 
(2) 大 Vy€ranf 都 存在 唯一 的 zxEA 使 得 f(z) 二 y, 则 称 f: A 一 B 是 单 射 的 . 
(3) 厂 f: A™B 既是 满 射 又 是 单 财 的 , 则 称 f: A 习 B 是 双 射 的 . 
6. 冰 数 合成 与 反 遂 数 
定理 5.1 设 广 gs 是 函数 , 则 f*g 也 是 函数 , 且 满 足 : 
(1) dom(f°g)={rx|rEdomf A f(x)E dome). 
(2) YrE dom(f°g) 有 f°g(rx)=g(f(7x)). 
推论 1 设 fgh 为 函数 , 则 (f°。g)*h 和 ff。(g°h) 都 是 函数 , 旦 
(f°pg)°h=f° (gpg°h) 
推论 2 设 f; AB,g:; BC, 则 fog: A 一 C, 且 YrEA 都 有 f°*g(x)==g(f(x)). 
定理 5.2 设 f: A>B,g: BC. 
(1) 如 果 f: A 一 B,g: BC 都 是 满 射 的 , 则 f*g: A 一 C 也 是 满 射 的 
(2) 如 果 f; A 习 B,g: BC 部 是 单 射 的 , 则 f*g: 4 一 C 也 是 单 射 的 . 
(3) 如 果 f: A 一 B,g: BC 都 是 双 射 的 , 则 f°*g: A 一 C 也 是 双 射 的 . 
定理 5.3 设 万 4A-B, 则 大 广 请 = 有" 太 
推论 放 太 AAA4A, 则 六 户 三 有 到。 太 
定理 5.4 设 f: A™>B 是 双 射 的 , 则 f:; B-A 也 是 双 射 的 ， 
对 于 双 射 图 效 f: A 习 B, 称 广 : BA 是 它 的 反 函 数 . 
定理 5.5 设 f: A>B 是 双 射 的 , 则 
sf=l fy = 


5.2 习 卉 


5. 1 从 下 面 各 题 的 备 选 答案 中 选 出 一 个 正确 的 答案 . 

(1) 设 羡 一 tasbycyd} YY 一 人 1 2 3 一 (ay 1 0 2 cc 3 则 了 是 
A. 从 X 到 YY 的 二 元 关系 ,但 不 是 从 X 到 Y 的 图 数 . 

B. 从 和 到 Y 的 图 数 ,但 不 是 满 射 ,也 不 是 单 射 . 

C. 从 X 到 Y 的 满 射 ,但 不 是 单 射 . 

D. 从 和 到 Y 的 双 射 . 

(2) 下 面 定 义 中 的 哪些 f 是 从 实数 集 R 到 R 的 双 射 困 数 ? 

A，F(z) 一 1,7z>0; f(x)=—1,x0. 

B, f(x)=lnzx,z7x~>0. 

C. f(x)==1/(x’ 十 8), ZX 交 一 2. 

D, f(x)=x 十 8. 

5.2 设 f: ZXZVZ>ZV,Z 为 整数 集 , Vln,k) EZXZ,f(n,k)) 一 mw, 求 fF 的 值 域 . 


5.3 设 A={a,6},B 一 {0,1,2}, 计 算 Bt={f|f:; A 一 B). 

5.4 设 f: R>R,f(7zx) 二 Xx: 一 3X 十 2, 其 中 R 为 实数 集 , 计 算 以 下 各 小 题 . 

(1) f(5) [2 (= (3) f({1,3}) 

5.5 A={g saya lsB={b by bs bls0 为 从 A 到 B 的 阴 数 ;0 二 {f(a 页 ya sb )， 
(as ,po ) 上 说明 是 否 为 单 射 、 满 射 和 双 射 的 . 

5.6 设 A=(ay bc),R=((ay poa)) 吕 是 A 上 的 等 价 关 系 , 设 自然 映射 
g: A 一 A/R, 求 g(a). 

5.7 Wi NXNSN,/((r)=z TyTl. 

(1) 说 明太 是 否 为 单 射 和 满 射 , 如 果 不 是 请 说 明理 由 . 

(2) 令 A=((zy)| zyEN 且 Fozyy)) 一 3), 求 4A. 

(3) 令 B={f((zxyy)) | zx,yE{1,2,3} 有 日 x 二 y), 求 B. 

5.8 指出 下 列 图 数 中 哪些 是 双 射 的 ? 其 中 ,R 是 实数 集 ,N 为 卓然 数 集 . 

(1) f: R>R,f(x)=zx’—x. 

(2) f:; R—>R, f(r)=zx’. 

3) fs N=Nsf tn) =e 

(4) 让， R>R' ,f(x)=2°,Rt={r | xER Azx>0). 

(5) f:; N>N, f(x)=2x. 

(6) f:; N—>N,f(zx)=|zx|. 

5.9 设 f: ZXZ>Z,f(n,k))= 二 mn 有, 其 中 ,2Z 为 整数 集 . 

(1) 了 是 满 射 的 吗 ? 为什么? 

(2) f 是 单 射 的 吗 ? 为 什么 ? 

(3) 求 广 "({(0))， 

(4) 求 广 !(N). 

(5) 求 f(ZX {1)). 

5.10 设 f: RR,R 为 实数 集 , 对 下 面 各 个 矿 ,判断 它 是 否 为 单 射 、 满 射 或 双 射 的 . 如 
果 它 不 是 单 射 的 ,给 出 z 和 x; ,使 得 xi 了 关 x; 但 f(x) 二 了 (xs). 如 果 它 不 是 满 射 的 ,计算 
fCR). 

(1) f(x) = ", 

(2) f(z) 二 E[xj](E[x |] 表示 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 ). 

5.11 试 给 出 一 个 单 射 而 非 满 射 的 函数 . 

5.12 设 f: N->NXN,FOzD) 一 人 272 十 1)， 

(1) 说 明 二 是 否 为 单 射 和 满 射 , 并 说 明理 由 . 

(2) 了 的 反 函 数 是 否 存 在 ”如 果 存 在 , 求 出 这 个 反 函 数 . 

(3) 求 ranf. 

5.13 设 f: RXR>C,f((r,y))= 二 x 十 yis 让 二 一 1, 说 明 f 是否 为 单 射 \ 满 射 \ 双 射 的 ， 
计算 广 !({(4 十 2i) )， 

5.14 (1) 确定 函数 f; NXN—>N, f((x,y)) 二 xy 是 否 为 单 射 \ 满 射 \ 双 射 的 ,如 果 不 
是 请 说 明理 由 .计算 f(NX1{1)),f'({0)). 

(2) 设 f: NXN>N,f(《x,y)) 二 |x 一 y|, 说 明 有 什么 性 质 ( 单 射 \ 满 射 . 双 射 ) ,计算 
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fA(NX(40}) 和 f° (40)). 

5.15 设 RItj 为 1 的 实 系 数 多 项 式 的 集合 ,R,|1CRIt,n€EN,R,[7 为 1 的 nn 次 实 系 数 多 
项 式 的 集合 . 定义 函数 f:; Ri 一 Ri f(g(0))= 二 gg (2). 求 (Ro[2]), 让 1( 人 十 2 十 1))， 
了 “ET 

5.16 设 f: NXN>N,f(z,y)) 二 十 y, 说 明了 是 否 为 单 财 的 、 满 对 的 . 计算 
了 

5.17 设 R 为 实数 集 ,f:; R>R,f(z) 一 x 一 x 十 2, og: R>R,p(r)=x—3, 

(1) 求 f°g,g°f. 

(2) 如 果 和 g 存在 反 函 数 , 求 出 它们 的 反 子 数 . 

5.18 设 f: ZZ, f(x)= 二 x 十 5, 其 中 ,Z 为 整数 集 . 

(1) 说 明 cba 

(2) 广 还 是 函数 吗 ?” 厂 是 , 写 出 广 的 图 数 表达 式 ; 右 不 是 ,请 说 出 理由 . 

5.19 设 R 为 实数 集 ,映射 s.5 满足 c: R>R,o(7x) 二 x 十 2X 十 1], rt: R 一 R,r(z) 一 
wa 

(1) 求 too,oor. 

(2) 对 于 rs 中 的 双 射 图 数 求 反 图 数 . 

5.20 设 A.B 为 限 集 , 且 |A|==m,1B|==n, 如 果 从 A 到 B 存在 单 射 \ 满 射 或 双 射 函 
数 , 那 么 与 应 该 满足 的 条 件 是 什么 ? 

a z 9 | 
5,2] 设 o: RR,o(Xx)== ,TT: R>R,r(x) 二 x 十 2, 求 gorrt 和 zo0. 
一 和 


yr 


5.22 ”对 于 以 下 给 定 的 每 组 集合 A 和 B ,构造 从 A 到 B 的 双 射 函数 . 
(1) A 二 2Z 二 {2k|kEZ}) ,B= 二 N, 其 中 ,2Z 为 整数 集 ,N 为 日 然 数 集 . 
(2) A 二 R,B 二 (0, 十 oo), 其 中 ,R 为 实数 集 . 
(3) A 二 P({a,b}),B 二 10,1)'*2 ,其 中 A 为 {a,5}) 的 徊 集 ,B=={f|f: {a,6) 一 {0,1)}. 
了 设 ,ENN,N 为 自 然 数 集 , 且 
| 二 主人 .> 3 


f(x)=40 Z 一 4 
hr 9 
(过 > 为 个 
BYL7 (7 
3 Z 为 奇数 


(1) 求 Pg, 并 讨论 它 的 性 质 (是 否 为 单 射 或 满 射 ). 

(2) 设 A={0,1,2},B 二 {0,1,5,6), 求 A 在 f°。g 下 的 像 f。g(A) 和 B 的 完全 原 像 
(fog) 1(B). 

* 5.24 设 满 射 函数 f: A 一 A, 且 f* f= 了, 证明 f= 了 4. 

“5.25 设 f: A 一 B 为 单 射 函数 ,G: P(A) 一 P(B),G(X) 为 X 在 f 下 的 像 .证 明 G 也 
是 单 射 的 . 

“5.26 已 知 集合 A,B, 其 中 4A 短 g,(B, 入 ) 是 偏 序 集 ,定义 BB 上 的 二 元 关系 RR 如 下 : 

fRgSOf(r)<g(r), VrEA 


(1) 证 明 尺 为 B* 上 的 偏 序 . 
(2) 给 出 (B4 ,R) 存 在 最 大 元 的 充分 必要 条 件 和 最 大 元 的 一 般 形式 . 
“5.27 f: A 一 B 导出 的 A 上 的 等 价 关 系 R 定义 如 下 :; R= 二 {(x,y)|zx,y€EA 有 8 
f(z) 二 f(y)). 议 用 ,fi;f3,f1EN, 且 
万 (72) 一 7 YnEN 
| n 为 奇数 ; f,(n) 二 0,n 为 偶数 
f3(n)=] 1 一 3& 十 1 ,1 一 0,1,2,RECN 
fu(n) = n=6kTj,7=0,1y* 5,EEN 
R; 为 f; 导出 的 等 价 关系 , i 二 1,2,3,4. 
(1) 求 商 集 N/R;,i 二 1,2,3,4. 
(2) 男 出 偏 序 集 ((N/Ri ,N/R; ,N/R;,N/R,) ,三 ) 的 喻 斯 图 ,其 中 为 划分 间 的 加 细 关 
系 (见习 题 4. 31). 
(3) 求 五 =(10R | &kEN) 在 刻 ,fi,fs,f4 下 的 像 . 
“5.28 ”证 明定 理 5.3; 设 f: A 一 B, 则 f=f*Is==In°ff. 


5.3 习题 解 侣 与 分 析 


韦 泊 


5.1 (1) A. (2)D. 
说 明 ; (1) 因为 domf 一 {a,6,c) 关 义 . 
(2) A 中 函数 不 是 单 射 的 ,因为 f(2)==f(1);B 和 C 中 国 数 的 定义 域 不 是 实数 集合 R， 
而 是 实数 集合 的 真子 集 ;D 中 函数 满足 要 求 . 
5.2 ranf={n:k|ln,kEZ}=LZ. 
Be Be 
{a07 007 fo=i(tas0)sbslyt, f=i(a0) (6b 2 ， 
f={as1) ,60,0)}, fs={(asl1),60,1)}, fo={(a,1),(b,2))}, 
f= tub 0 sloblyls j= tas2DY (bs 2 
5.4 (1) F(5) 一 于 一 3X5 十 2 一 12. 
(2) 广 1({ 一 6})=={x|f(zx)== 一 0}, 由 于 f(x) 的 最 小 值 是 一 1/4, 因 此 广 1({ 一 6})=%. 
(3) f({1,3}))={f(1),f(3)}={0,2). 
5.5 co 是 单 射 ,不 是 满 射 和 双 射 ， 
5.6 pg(a) 一 [wj 一 (ap)， 
5.7 (1) 不 是 单 射 ,因为 f((1,2)) 二 了 f((2,1)); 不 是 满 射 ,因为 0 Franf. 
(2) 对 于 任意 自然 数 zy,(rIyy) EASGzr++y 十 1 二 3Sz 十 y 一 2; 于 是 A= 二 1(1,1)， 
人 
(3) 对 于 任意 自然 数 x,y,f((x,y)) EBSzr 一 y= 二 1,2,3,B 一 {1 十 1 十 1,2 十 2 十 1， 
oll, 
5.8 (2)、(4) 和 (6) 为 双 射 . 
说 明 : 对 于 实数 区 间 上 的 函数 ,如 果 在 区 间 上 是 单调 的 ,那么 该 函数 是 单 射 的 , 例如 (2) 
和 (4) 中 的 函数 是 单调 的 ,因此 是 单 射 的 ;(1) 中 的 函数 不 是 单调 的 ,因此 不 是 单身 的 . 对 于 满 
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射 性 的 判断 , 则 需要 考虑 ranf. 例 如 (3) 中 的 函数 ,0 Eran 太 ,因此 不 是 满 射 的 .对 于 (5) 中 的 
国 数 ,1 Eranf. 

5.9 (1) f 是 满 射 , 当 n=1 时 ,f((n,k)) 一 k,k 可 以 是 任意 整数 . 

(2) 三 不 是 单 射 ,因为 f((2,1))==f(( 一 2,1)). 

(9 FO =(TX{I0 U0 XD. 

(4) f°1(N)=ZXN. 

(5) f(ZX{1))={n |nEN). 

5.10 (1) f 不 是 单 射 ,因为 f(1)==f( 一 1);f 不 是 满 射 ,ranf 二 Rt U {0). 

(2) f 不 是 单 射 ,因为 F(00. 2)= 0.3) 王 0; 不 是 满 射 ,ran F 王 2Z. 

5.11  N->N,F(z) 一 27. 

说 明 : 对 于 有 穷 集 合 A ,任何 A 上 的 单身 孔 数 , 同 时 也 是 A 上 的 满 射 图 数 , 因 此 也 是 双 
射 图 数 ; 为 了 构造 集合 上 的 单 射 而 非 满 射 的 图 数 ,或 者 构造 集合 上 的 满 射 而 非 单 射 的 图 数 ， 
只 能 选择 无 穷 集合 . 最 简单 的 无 穷 集合 是 目 然 数 集合 . 

5.12 (1) ff 是 单 射 , 当 训 了 关 n 时 1,n 十 1) 关 (Cm,m 十 1) ;了 不 是 满 射 ,(0,0)》Franf. 

(2) 三 不 存在 反 男 数 ， 

(3) ranf={(n,nt1)|nEN). 

5.13 了 是 双 射 , 且 f71((4 十 2i}) 一 {1(4,2)). 

5.14 (1) f 不 是 单 射 ,因为 f((1,2))==f((2,1)); 是 满 射 ,不 是 双 射 . 

f(NX{1}))=N, f° (0}))=(NX{0})) U (0}xN) 
(2) f 不 是 单 射 , 因 为 f((1,2)) 二 了 ((2,1));f 是 满 射 ,不 是 双 射 . 
f(NX{0}))=N, f°7((0})) ={(n,n)|nEN) 
5 FR DR U0., 
TEST 
ES 
5. 16 了 不 是 单 射 的 ,三 不 是 满 射 的 , 则 
f°1({0}))={(0,0)}, fC({(0,3),(1,2)})={5,9) 

5.17 (1) frg: R>R,f°g(r)—7x —7zx—1, ge°f: R>R,g°f(x)—x —77z+14. 

(2) g 存在 反 函 数 ,g 1: RR,e !1(7x) 二 x 十 3. 

5.18 (1) 太 是 满 射 的 ,也 是 单 射 的 . 

(2) 广 ! 是 函数 , 广 :， Z>Z, fi1(x) 一 x 一 5. 


5. 19 (1) r°o: R-~R,rec(z) 一 二 之 十 z 十 1vaer: R--R,asr(Z) 一 本 也 十 z 十 坟 ， 


(2) r ', R>R,r (zxz) 一 27， 
5.20 存在 从 A 到 B 的 单 射 函数 当 且 仅 当 六 < 存在 从 A 到 BB 的 满 射 函 数 当 且 仅 当 
m 宇 n; 存 在 从 A 到 B 的 双 射 阴 数 当 且 仪 当 mm 二 nn. 
z 二 二 XT 之 3 z (z+ 2)° | 
5,.2] ar(Zz) 一 ze) 一 
| 0 下 二 = | 
段 点 不 是 3, 而 是 1. 


22 (01) fs27>N, An) 二 上 0 
bh : LAN,， TC/ 和 
|z| 一 1 CZ< (0 


(2) f: R>R' ,f(x)=e. 


(3) f: P({a,6})) 一 {0,1}* ,f(T) 二 Xz, 其 中 Xr 为 的 特征 函数 . 
说 明 : 如 采 构 造 两 个 实数 区 间 之 间 的 双 射 函数 ,一 般 可 以 选择 直线 方程 或 者 其 他 适当 
的 严格 单调 图 数 ; 如 果 构 造 一 个 集合 到 目 然 数 集合 的 双 射 图 数 ,一 般 将 这 个 集合 的 元 系 排 成 
一 个 线 序 ,然后 将 最 小 元 与 0 对 应 ,后 面 的 元 素 顺 序 与 日 然 数 建立 对 应 关系 . 
eas LI 
2 7 宇 6, 工 为 偶数 
3 7Z 二 5 且 广 为 奇 数 ,X 二 0,2 


f*g(x)= 40 大 二 当 
l 7 二 1] 
TXT 二 3 


f°g 不 是 单 射 , 是 满 射 . 

(2) f°g(A)=ig(f(0)) ,gf 1)) ,gC(f2)) 7 =(1,3} 

(f°g) '(B)={xzlg(f(x))E1{0,1,5,6}}={1,4,10,12) 

“5.24 任 取 vyEA, 必 有 xEA 使 得 (x,y)E€ 了 ,由 题 设 有 (rx,y)Ef°*f, 因 此 存在 zEA 
使 得 (x,z)Ef 且 (z,y)€Ef. 由 于 了 f(x) 是 唯一 的 ,因此 y=z, 从 而 (y,y)Ef. 由 于 yy 的 任意 
储 , 刘 LC 了 . 

任 取 (rx,y)E7, 根 据 上 面 的 证 明 , 导 ff, 有 (zx,x)Ef, 因 为 f(x) 是 唯一 的 ,从 而 得 到 
zz 一 v 这 就 证 明了 ACER 综合 上 述 命题 得 证 . 

“5.25 ”假设 Al ,A, EP(A),Al 了 A;, 不 妨 设 存在 x, 使 得 TE AlAx&fFA;, 因 此 
f(x)Ef(A1) 且 由 ff 的 单 射 性 知 f(x) f(A;). 于 是 f(Ai) 了 f(As). 从 而 G(Ai) 冯 
G(A,). 

“5.26 (1) 任 取 fEBs*, Yr€EA,f(x)==f(zx), 由 于 偏 序 二 的 自 反 性 , f(x) < f(x)， 
于 是 fRf 成 立 . 对 任意 f,g€B*, Yr€EA, 则 

fRg NgRff(r g(x) NMg(r)< fr) Fr) = g (7) 
于 是 f= 二 g. 对 任意 f,g,hEB* ,YrxEA, 则 

fRg NgRh> f(r g(r) Ng(r)<h(r) fr) hz) 
从 而 得 到 fRh, 综合 上 述 ,R 具有 目 反 、 反 对称 传递 性 ,是 偶 序 关系 . 

(2) 充 要 条 件 是 : 偏 序 集 (B, 二 ) 存 在 最 大 元 . 设 B 的 最 大 元 为 6, 那么 B* 上 的 最 大 元 为 
f: A™>B,f(x)=b. 

“5,.27 (1) Yr,yEN,rRySOf(r)= f(y),i=1,2,3,4, 于 是 

TRIySOr—=y 
TR;ySz 与 y 具有 相同 的 奇偶 性 
rksySOr=y(mod 3) 
rR,y Sr y(mod 6) 
从 而 得 到 
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N/Ri={{n}|nEN)} 
N/R, = {2N,N—2N} 
N/R; ={3N,3N 二 1,3N 十 2) 
N/R, 一 16N,6N 十 1,6N 十 2,6N 十 3,6N 十 4,6N 十 5? 
其 中 
RN= {kn|nEN} ,kN+i= {kntilnEN) 
(2) 哈 斯 图 如 图 5.1 所 示 . 
N/R, N/R, (3) ff. (H)=H, 
/ fa(H)={0}, 
fs(H)={0,1,2}, 


tH 
“5.28 任 取 (x,y), 则 
图 5.1 (TV ETA 三 二 ws 人 Fry) 


(rr EN(ry EOr Ef 
任 取 《x,y), 则 
,a A 
因此 I4°*f 二 了 . 同 理 可 证 f°*1s== 了 . 


灿 
O\ 
册 


6.1 内 容 提 要 


1. 图 的 基本 概念 
无 问 图 .有 回 图 .2 阶 图 、n 阶 雪 图 .平凡 图 .标定 图 . 非 标 定 图 、 基 网 (将 有 回 图 厂 的 
所 有 有 和 回 边 均 用 无 问 边 代 替 所 得 无 问 图 G 为 D 的 基 图 ). 


图 的 项 点 与 边 的 关联 关系 ”顶点 忆 边 的 天 联 天 系 、 关 联 次 数 、 环 、 抓 立 扩 . 
图 中 顶点 与 项 点 以 及 边 与 边 的 关系 ”无 问 图 中 ,顶点 与 顶点 的 相 邻 关系 , 边 与 边 的 相 邻 


关系 ;有 回 图 中 ,顶点 与 顶点 之 间 的 邻接 关系 , 边 与 边 的 相 邻 关系 . 

简单 图 平行 边 多重 图 .简单 图 . 

顶点 的 度数 G 为 无 回 图 ,G 中 顶点 v 的 度数 d(v)、G 的 最 大 度 A(G)、G 的 最 小 度 
6(G);D 为 有 问 图 ,D 中 顶点 的 度数 &go)、 oo 的 出 度 d (oo 的 人 度 d (o、D 的 最 大 度 
4A(D)、D 的 最 小 度 6(D)、D 的 最 大 出 度 A+(D)、D 的 最 小 出 度 6+ (CD)、D 的 最 大 人 度 
A- (D),、D 的 最 小 人 度 6- (CD); 奇 度 顶点 、 偶 度 顶 点 .度数 列 . 

握手 定理 ”任何 图 中 ,所 有 顶点 的 度数 之 和 每 于 边 数 的 两 倍 ; 在 有 问 图 中 ,所 有 顶点 的 
入 度 之 和 与 出 度 之 和 都 等 于 边 数 . 

握手 定理 的 推论 ”任何 图 中 , 奇 度 项 点 为 偶数 个 . 

几 种 特殊 的 简单 图 无 向 完全 图 K, (2 二 1) 有 向 完全 图 &- 正 则 图 、 圈 图 、 轮 图 、 方 
体 图 . 

子 图 子 图 .真子 图 .生成 子 图 .导出 子 图 . 

补 图 ?72 阶 无 回 简单 图 G 的 补 图 G ,GUG=K,. 

图 的 同 构 ”两 图 同 构 的 定义 、 图 之 间 同 构 的 性 质 ( 目 反 性 、 对 称 性 ,传递 性 ). 

2. 图 的 连通 性 

通路 与 回路 ”通路 .通路 长 度 、 初 级 通路 (路 径 )、 傈 单 通路 复杂 通路 ;回路 (是 通路 的 特 
殊 情况 ) .初级 回路 ( 圈 ) .简单 回路 .复杂 回路 . 

通路 与 回路 的 主要 性 质 : 

定理 6.1 在 nn 阶 图 中 , 硅 从 顶点 到 v(wu 关 v) 存 在 通路 , 则 到 w 存在 长 度 科 2 一 1 的 
初级 通路 (路 径 )， 

定理 6.2 在 一 个 允 阶 图 中 ,大 到 存在 回路 , 则 一 定 存 在 v 到 w 的 长 度 专 n 的 回路 ; 
并 且 , 硅 v 到 w 存在 人 简单 回路 , 则 w 到 w 一 定 存 在 长 度 三 n 的 初级 回路 ( 圈 ). 

无 向 图 的 连通 性 ”顶点 之 间 的 连通 关系 .无 回 连 通 图 . 非 连通 图 .连通 分 文 、 顶 点 之 间 的 
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无 向 图 的 连通 度 点 割 集 、 割 点 ` 边 割 集 、 割 边 ( 桥 )、 图 G 的 点 连通 度 k(G)、 边 连通 度 
A(G). 

定理 6.3 对 于 任何 无 向 图 G, 均 有 

K(G) AG) SHG) 

有 向 图 的 连通 性 顶点 之 间 的 可 达 关 系 、 相 互 可 达 关 系 ;: 电 连通 图 . 单 问 连通 图 、 强 连 

有 上 回 图 连通 性 的 判别 法 : 

判别 法 1 硅 有 问 图 D 的 基 图 是 连通 图 , 则 DD 为 弱 连 通 图 . 

判别 法 2 硅 有 问 图 D 中 存在 经 过 每 个 项 点 至 少 一 次 的 通路 , 则 D 为 单 品 连通 图 . 

判别 法 3 硅 有 了 问 图 D 中 存在 经 过 每 个 项 点 至 少 一 次 的 回路 , 则 D 是 强 连 通 图 . 

有 向 图 中 各 种 连通 性 之 间 的 关系 DD 是 强 连 通 的 , 则 DD 一 定 为 单 回 连通 的 ;D 是 单 问 
连通 的 , 则 DD 一定 是 弱 连 通 的 . 

3. 图 的 和 矩阵 表示 

无 向 图 的 关联 矩阵 无 问 图 G 的 关联 年 阵 M(G) 三 (2 ),sxw 其 中 略为 顶点 与 边 e， 
的 天 联 次 数 . 

有 向 图 的 关联 矩阵 无 环 有 问 图 DD 的 关联 矩 阵 M(D) 二 Gms ),xw, 夺 顶点 v; 是 边 ei 的 
始点 , 则 mm 二 1; 奢 v; 是 ej 的 终点 , 则 m5 二 一 1; 夺 wi 与 ej 不 关联 , 则 1mm; 二 0. 

有 向 图 的 邻接 算 了 泗 有 向 网 万 的 邻接 矩阵 4 三 (ac ),xsyai 为 顶点 wv; 邻接 到 的 边 
的 条 数 . A' 二 (ay ),x; 为 D 的 邻接 矩阵 A 的 1 次 宕 . 

定理 6.4 在 A'(1 之 1) 中 ,元 素 ay 为 项 点 v; 到 wv 长 度 为 1 的 通路 数 ，>,ay 为 D 中 长 


度 为 7 的 通路 总 数 ,其 中 2a? 为 DD 中 长 度 为 7 的 回路 总 数 . 


无 向 图 的 相 邻 矩阵 ”无 问 图 G 的 相 邻 矩阵 A 二 (a ),xs,ay 为 顶点 vw; 与 v; 之 间 的 

相 邻 矩阵 是 对 称 的 . 类 似 邻 接 和 矩阵 ,可 以 用 相 邻 矩阵 的 暴 计 算 无 咎 图 中 各 种 长 度 的 通 
路 和 回路 数 . 

图 的 可 达 和 天 阵 图 (有 向 图 和 无 向 图 ) 的 可 达 和 矩阵 了 二 (pi; ),x ,其 中 , 当 顶 点 v; 可 达 vw; 
时 ,pj 二 1; 否 则 pi; 二 0. 特别 注意 ,对 角 元 素 pi 二 1. 

4. 几 种 特殊 的 图 

二 部 图 : 

二 部 图 、 二 部 图 中 互补 顶点 子 集 、n 阶 堆 图 ( 含 平 凡 图 ) 为 二 部 图 .完全 二 部 图 天.,,. 匹配 、 
极 大 匹配 .最 大 匹配 完备 匹配 完美 匹 配 . 

二 部 图 的 判别 定理 ”图 G 为 二 部 图 当 且 仅 当 G 中 不 含 长 度 为 奇数 的 回路 . 

有 完备 匹配 的 充分 必要 条 件 (Hall 定理 ) ” 设 二 部 图 G 二 (Vi ,Vp,E), 其 中 |Vi| 志 |Vi|， 
则 G 中 存在 Vi 到 V 的 完备 匹配 当 且 仅 当 Vi 中 任意 &(4 二 1,2,…,|Vi|) 个 顶点 至 少 与 V， 
中 的 有 个 顶点 相 邻 . 该 条 件 称 为 相 异 性 条 件 . 

有 完备 匹配 的 充分 条 件 ” 设 二 部 图 G= 二 Vj,V;,E), 其 中 |Vi| 志 |V;| ,如 果 存 在 正 整数 
/ ,使 得 Vi 中 每 个 顶点 至 少 关 联 i 条 边 , 而 V, 中 每 个 顶点 至 多 关联 上 条 边 , 则 G 中 存在 Vi 


到 V 的 完备 匹配 ,这 个 条 件 称 作 上 条 件 ， 

欧 拉 通路 . 欧 拉 回路 . 欧 拉 图 .平凡 欧 拉 图 . 

无 向 欧 拉 图 的 判别 定理 无 向 图 G 为 欧 拉 图 当日 仅 当 G 连通 且 无 奇 度 顶点 :G 有 欧 拉 
通路 但 无 欧 拉 回路 当 且 仅 当 G 连通 且 有 两 个 奇 度 顶点 ， 

有 向 欧 拉 图 的 判别 定理 有 四 图 万 为 欧 拉 图 当 且 仅 当 万 连通 且 每 个 顶点 的 人 度 等 于 
出 度 ; 有 回 图 D 有 欧 拉 通 路 但 无 欧 拉 回路 当 且 仅 当 忆 连通 ,有 是 D 中 有 一 个 顶点 人 度 比 出 度 
大 1, 另 有 一 个 顶点 人 度 比 出 度 小 1 ,其余 顶 点 的 人 度 均 等 于 出 度 . 

哈密 顿 图 : 

哈密 顿 通路 .哈密 顿 回 路 .哈密 顿 图 .平凡 哈密 顿 图 . 

哈密 顿 图 的 一 个 必要 条 件 ”无 器 图 G 为 哈密 顿 图 , 则 对 于 G 的 项 点 集 V 的 任意 子 集 
Vi , 均 有 

p(G—Vi) IV | 

哈密 顿 图 的 一 个 充分 条 件 ” 设 6G 为 n(n 宇 3) 阶 无 向 简单 图 , 千 对 G 中 任意 两 个 不 相 邻 
顶点 4 与 v, 均 有 4d(w) 十 d(v) 宇 n, 则 G 为 哈密 顿 图 . 

平面 图 : 

基本 概念 ”平面 舱 入 平面 图 、 非 平面 图 ,平面 图 的 面 . 有 限 面 (内 部 面 ) 无限 面 (外 部 
面 ) 、 面 的 边界 (包围 面 的 回路 (可 能 是 圈 、 人 简单 回路 ,复杂 回路 也 可 能 是 几 个 回路 之 并 ))、 面 
的 次 数 、 极 大 平面 图 . 

定理 6.5 平面 图 各 面 次 数 之 和 等 于 边 数 的 2 倍 ， 

定理 6.6( 极 大 平面 图 的 性 质 ) : 

(1) 极 大 平面 图 是 连通 的 无 制 点 ,无 桥 ; 

(2) G 为 n(n 宇 3) 阶 连通 简单 平面 图 ,G 为 极 大 平面 图 当日 仅 当 G 的 每 个 面 的 次 数 均 为 
3( 也 即 G 的 每 个 面 的 边界 均 为 3 阶 圈 ). 

欧 拉 公式 : 

定理 6.7( 欧 拉 公 式 ) ”连通 平面 图 G 中 , 阶 数 n, 边 数 x、 面 数 7 满足; n 一 m 十 r 二 2; 奉 
G 有 k(k 之 2) 个 连通 分 六 , 则 nn 一 mm 十 r= 二 十 1. 

定理 6.8 G 为 n 阶 m 条 边 的 连通 平面 图 ,上 且 每 个 面 的 次 数 至 少 为 LI 三 3), 则 


mm 三 5 (72 一 2 


平面 图 的 判断 . 

相关 概念 ”搬入 2 度 顶点 .消去 2 度 顶 点 . 边 的 收缩 .图 的 同 胚 . 

定理 6.9( 库 拉 图 斯 基 定 理 )， 

(1) 图 G 是 平面 图 当 且 仅 当 G 中 不 含 与 天 或 天 同 胚 的 子 图 . 

(2) 图 G 是 平面 图 当量 仅 当 G 中 没有 可 以 收缩 到 Ks 或 K;,; 的 子 图 , 

平面 图 的 对 偶 图 : 

相关 概念 ”平面 图 G 的 对 侦 图 G*;G 的 简单 性 质 : G 是 连通 的 平面 图 ;多 数 情况 下 G* 
是 多 重 图 ; 若 平面 图 G 父 G, ,Gi 与 G; 不 一 定 同 构 . 

定理 6.10 设 G’ 是 连通 平面 图 G 的 对 偶 图 , 则 
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(1) 1 =r:; 
(2) m =m; 
(3) 7 =n; 
(4) 设 G 的 项 点 vi’ 在 G 的 面 R; 中, 则 
qu ) = deg(R,) a 
着 色 点 看 色 ,大 可 着 色 ,地 图 着 色 ( 面 着 色 ). 
四 色 定 理 ”任何 平面 图 都 是 4- 可 看 色 的 . 


6.2 习 十 


6.1 无 向 图 G 如 图 6.1 所 示 . 
(1) 写 出 G 的 顶点 集 V 和 边 集 下 ,并 指出 G 的 阶 数 n 和 边 数 m 各 为 多 少 . 


(2) 写 出 各 顶点 的 度数 ,并 验证 握手 定理 及 握手 定理 的 推论 . 
(3) 求 出 G 的 最 大 度 A 和 最 小 度 6. 

(4) 指出 G 中 的 平行 边 . 环 、 扳 立 点 .悬挂 顶点 与 悬挂 边 ， 

(5) 要 使 G 成 为 简单 图 ,至 少 要 去 掉 几 条 边 ? 


6.2 有 向 图 DD 如 图 6.2 所 示 . 

(1) 写 出 DD 中 各 顶点 的 度数 ,出 度 和 入 度 , 并 验证 握手 定理 . 
(2) 写 出 万 的 AAA+ .A ,6.61 6 . 

(3) D 中 有 平行 边 吗 ? 

(4) 要 使 DD 成 为 简单 图 ,至 少 要 去 掉 几 条 边 ? 


图 6.1 
6.3 已 知 无 问 图 G 的 边 数 m 一 13,3 个 2 度 顶 点 ,2 个 3 上 度 顶 点 ,1 个 4 度 顶 点 ,其 余 的 
顶点 均 为 5 度 顶 点 . 试 求 G 中 5 度 顶 点 的 个 数 ， 


6.4 设 无 向 图 G 有 12 条 边 , 已 知 G 中 有 6 个 3 度 顶 点 ,其 余 顶 点 的 度数 均 小 于 3 , 问 
G 中 至 少 有 几 个 项 点 ? 


6.5 7 阶 无 回 图 中 ,2 度 ,3 度 ,4 度 ,5 度 顶 点 的 个 数 分 别 为 1.3、2、1. 试 求 G 的 边 
数 mn. 

6.6 你 能 夯 出 一 个 7 阶 ,每 个 硕 点 的 度数 部 是 3 的 无 回 图 吗 ? 

6.7 (1) 请 画 一 个 7 阶 无 向 图 G, 使 各 顶点 的 度数 分 别 为 1 .3、3、4、6、6、7. 


(2) 证 明 不 存在 7 阶 无 回 简单 图 C, 以 1.3.3、4.6.6、7 为 度数 列 . 
的 无 问 人 简单 图 . 


6.9 设 n 阶 图 G 中 有 m 条 边 , 证 明 : 
0(G) 拟 二 A(G) 


6.10 无 向 简单 图 G, 与 Gy 如 图 6. 3 所 示 , 画 出 它们 的 补 图 ,Gi 与 Gs 中 有 自 补 图 ( 若 
图 G 兰 C, 则 称 G 为 自 补 图 ) 吗 ? 
6.11 证 明 图 6.4 所 示 的 两 个 5 阶 无 问 简 单 图 Ci 与 Gs 部 是 目 补 图 . 


XP OO 


图 6.3 图 6.4 


6.12 设 G 为 n(n 宇 2) 阶 无 癌 人 简单 图 ,证 明 ; 看 G 为 目 补 图 , 则 n==4k 或 n= 二 4k 十 1, 其 
中 为 正 整数 ， 

6.13 设 G 与 Gs 痢 是 n 阶 无 癌 简 单 图 ,证 明 ; Gi 空 Gs 当 且 仪 当 G 室 G;. 

6.14 已 知 5 阶 3 条 边 的 非 同 构 的 无 加 简单 图 共有 4 个 ,试问 5 阶 7 条 边 的 非 同 构 的 
无 问 简 单 图 共有 几 个 ? 

6.15 男 出 K, 的 2 条 边 的 所 有 非 同 构 的 生成 子 图 . 

6.16 设 G Gs、Gs 均 为 4 阶 2 条 边 的 无 回 简 单 图 ,证 明 它们 中 至 少 有 两 个 是 同 构 的 . 

6.17 3 阶 有 向 完全 图 的 0、1、2、3、4、5、6 条 边 的 非 同 构 的 生成 子 图 各 有 几 个 ? 

6.18 设 G 为 n(n 三 3 且 为 奇数 ) 阶 无 问 简 单 图 ,证 明 G 与 G 中 奇 度 顶点 个 数 相等 . 

6. 19 无 回 图 G 如 图 6.5 所 示 . 

(1) G 中 最 长 的 圈 长 为 几 ? 最 短 的 疾 长 为 几 ? 

(2) G 中 最 长 的 简单 回路 长 度 为 几 ? 最 短 的 简单 回路 长 度 为 几 ? 

(3) 求 出 G 的 8G、 AL 

6.20 ”有 问 图 D 如 图 6.6 所 示 . 


多 6.5 多 6.6 


(1) D 中 有 多 少 条 非 同 构 的 初级 回路 ( 圈 )? 有 多 少 条 非 同 构 的 简单 回路 ? 
(2) 求 a 到 4 的 短程 线 和 距离 . 

(3) 求 到 4a 的 短程 线 和 距离 . 

(4) DD 是 哪 类 连通 图 ? 

6.21 设 G 为 n 阶 无 向 简单 图 ,车 G 不 连通 ,证 明 G 的 补 图 G 必 连 通 . 
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6.22 6 阶 2- 正 则 图 有 几 种 非 同 构 的 情况 ? 

6.23 已 知 3- 正 则 图 G 的 阶 数 n 与 边 数 m 满足 m= 二 2n 一 3, 证 明 G 只 有 两 种 非 同 构 的 
6.24 写 出 图 6.1 的 关联 矩阵 ， 

0b. pd 设 有 问 图 DD 二‘V ,EY》, 其 中 VY 一 ‘UI a Co a Ua a Ty } ,下 一 ‘@] En C3 C4 C5 } ,其 关联 算 


M(D)= 


求 ， 

(1) 各 顶点 的 人 度 , 出 度 和 度数 . 

(2) 平行 边 . 

6.26 有 向 图 D=(V,E) 如 图 6.6 所 示 . 

(1) DD 中 a 到 4 长 度 分 别 为 1.2、3、4、5 的 通路 各 有 多 少 条 ? 

(2) D 中 a 到 4 长度 小 于 等 于 3 的 通路 有 多 少 条 ? 

(3) DD 中 a 到 上 自 映 长 度 为 1.2、3、4、5 的 回路 各 有 多 少 条 ? 

(4) D 中 4 到 目 映 长 度 小 于 等 于 3 的 回路 有 多 少 条 ? 

(5) D 中 长 度 等 于 5 的 通路 (不 含 回路 ) 有 多 少 条 ? 

(6) DD 中 长 度 等 于 5 的 回路 有 多 少 条 ? 

(7) 中 长 度 小 于 等 于 5 的 通路 有 和 多少 条 ?其 中 有 多 少 条 是 回路 ? 
(8) 写 出 DD 的 可 达 和 矩阵 . 

6.27 无 器 图 G 如 图 6.1 所 示 , 求 : 

(1) a 到 c 长 度 为 1.2、3、4 的 通路 数 . 

(2) a 到 自身 长 度 为 1.2、3、4 的 回路 数 . 

(3) G 的 可 达 算 阵 . 

6.28 设 无 问 图 G 中 只 有 两 个 奇 度 顶点 & 和 vw, 证 明 与 v 必 连 通 . 
6.29 设 v 为 无 环 无 问 图 G 中 一 条 制 边 的 一 个 端点 ,证 明 : wv 为 制 点 当 且 仅 当 vv 不 是 


6.30 判断 图 6.7 所 示 3 个 图 中 ,哪些 是 二 部 图 ? 将 是 二 部 图 的 画 出 标准 形式 . 


pb C 
位 uu 
,下 
/KY e 了 
d 
e J 
(a) (b) (C) 
图 6.7 


6.31 nn 为 何 伸 时 , 圈 图 C, 为 二 部 图 ? 


6.32 nn 为 何 值 时 ,K, 为 二 部 图 ? 

6.33 ”为 什么 轮 图 W, 不 是 二 部 图 ? 

6.34 今 有 甲乙 .内 3 人 去 完成 任务 cc ,已 知 甲 能 胜任 co,c, 乙 能 胜任 <,o ,两 能 
胜任 2,c. 做 二 部 图 G= 二 (Vi ,Vy,E), 其 中 ,总 = 二 人 甲乙, 琴 },Vs 二 {fabyc},E 二 人 (u,v)|uE 
Vi,vEV,, 并 且 能 胜任 v}. 请 画 出 G 的 图 形 , 并 且 根 据 图 形 给 出 尽量 多 的 分 配 任务 方案 ， 
使 得 每 个 人 去 完成 自己 能 胜任 的 一 项 任务 . Wy bi 1 th 0 

6.35 图 6.8 中 各 二 部 图 是 否 满足 相 异 性 条 | AK 
件 ? 是否 满足 1 条件? 是否 有 完备 匹配 ? 0| 力克 区 

6.36 某 公 司 有 6 个 部 门 要 招聘 员工 ,限定 (a) 
每 位 应 聘 者 至 多 申请 2 个 部 门 ,考核 结果 有 10 人 图 6.8 
符合 条 件 . 根据 这 10 人 的 申请 ,每 个 部 门 至 少 有 
2 人 申请 . 问 : 这 6 个 部 门 是 否 都 能 招聘 到 人 ? 为 什么 ”? 

6.37 有 4 名 学 生 被 录取 为 硕士 斌 究 生 : 张 生 、 王 庆 、 李 民 和 赵 久 ,有 4 位 硕 导 :; 刘 教 
授 、 孙 教授 \、 周 教授 和 宋 教授 . 学 生 报 考 导师 的 情况 如 下 : 张 生 报 考 刘 教授 和 宋 教授 , 王 庆 
报考 孙 教 授 和 周 教授 , 李 民 报考 刘 教 授 、. 孙 教授 和 周 教授 , 赵 久 只 报考 周 教授 . 问 : 4 位 教授 
是 否 能 恰好 每 人 录取 一 名 硕士 研究 生 ? 

6.38 画 出 一 些 无 问 简单 欧 拉 图 ,要求 如 下 : 

(1) 偶数 个 顶点 ,偶数 条 边 . 

(3) 偶数 个 顶点 ,奇数 条 边 . 

(4) 奇数 个 顶点 ,偶数 条 边 . 

6.39 (1) 在 什么 条 件 下 无 向 完全 图 K, 为 欧 拉 图 ? 

(2) 在 什么 条 件 下 有 问 完 全 图 为 欧 拉 图 ? 

(3) 在 什么 条 件 下 轮 图 W, 为 欧 拉 图 ? 

(4) 在 什么 条 件 下 完全 二 部 图 K,,, 为 欧 拉 图 ? 

6.40 (1) 在 什么 条 件 下 无 向 完全 图 K, 为 哈密 顿 图 ? 

(2) 在 什么 条 件 下 有 癌 完 全 图 为 哈密 顿 图 ? 

(3) 在 什么 条 件 下 W, 为 哈密 顿 图 ? 

(4) 在 什么 条 件 下 K,,, 为 哈密 顿 图 ? 

6.41 画 一 个 简单 有 回 图 ,使 它 

(1) 既是 欧 拉 图 ,又 是 哈密 顿 图 . 

(2) 是 欧 拉 图 ,但 不 是 哈密 顿 图 . 

(3) 不 是 欧 拉 图 ,但 是 哈密 顿 图. 

(4) 既 不 是 欧 拉 图 ,也 不 是 哈密 顿 图 . 

6.42 证明: 有 桥 的 图 不 是 哈密 顿 图 . 

6.43 证明 : 有 桥 的 图 不 是 欧 拉 图 ， 

6.44 图 6.9 中 哪些 有 了 欧 拉 回 路 ? 哪些 有 欧 拉 通路 但 无 欧 拉 回路 ?为 什么 ? 

6.45 ”图 6.10 中 哪些 有 欧 拉 回路 ? 哪些 有 了 欧 拉 通路 但 无 欧 拉 回路 ”为 什么 ? 

6.46 图 6.11 中 哪些 有 哈密 顿 回路 ? 哪些 有 哈密 顿 通路 但 无 哈密 顿 回 路 ?为 什么 ? 
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i 全 人 
bp d bp d b d 
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(a) (b) (c) 
图 6.10 
DD 有 O ud Ke A d ul 有 后 
Toh 1 eh 
| vr | Bm NA 
7 e pb Cc C 1 
(a) (b) (c) (d) 
图 6.11 


6.47 判断 图 6. 12 所 示 两 个 图 是 否 为 哈密 顿 图 . 


<> 全 一 


图 6.12 


6.48 一 名 青年 生活 在 城市 A ,准备 假 期 到 郊区 景点 B,C,D 去 旅游 ,然后 回 到 A. 
图 6.13 给 出 了 A,B,C,D 的 位 置 及 它们 之 间 的 距离 (公里 ). 问 该 青年 如 何 走行 程 最 短 ? 

6.49 某 工 三 生产 由 6 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 .已 知 在 品种 中 ,每 种 颜色 至 少 分 别 
和 其 他 5 种 颜色 中 的 3 种 颜色 相 搭配 .证 明 可 以 挑 出 3 种 双色 布 ,它们 恰 有 6 种 不 同 的 颜色 . 

6.50 求 图 6.14 所 示 非 连通 的 平面 图 各 面 的 次 数 ,并 验证 定理 6.5( 即 各 面 次 数 之 和 
等 于 边 数 的 两 倍 ). 


6.51 试 将 图 6. 15 所 示 的 平面 图 的 内 部 面 Ri 变 成 外 部 面 . 
6.52 证 明 图 6. 16 所 示 无 向 图 为 极 大 平面 图 . 


图 6.15 图 6.16 


6.53 在 G 是 一 个 非 平 面 图 并 且 任 意 删 除 一 条 边 后 都 是 平面 图 , 则 称 G 是 极 小 非 平面 
图 . 试 给 出 两 个 7 阶 的 非 同 构 的 极 小 非 平面 图 

6.54 已 知 7 阶 连通 平面 图 G 有 6 个 面 , 试 求 G 的 边 数 痛 ， 

6.55 已 知 具 有 3 个 连通 分 文 的 平面 图 G 有 4 个 面 ,9 条 边 , 求 G 的 阶 数 nn. 

6.56 证 明 图 6.17 所 示 两 个 图 均 为 非 平 面 图 . 

6.57 证明 图 6. 18 所 示 无 回 图 为 平面 图 . 


图 6.17 图 6.18 


6.58 画 出 轮 图 了 的 对 偶 图 Ws ,并 证 明 Ws 室 W;. 

6.59 G 为 n 阶 m 条 边 , 每 个 面 的 次 数 至 少 为 4 的 连通 的 平面 图 ,证 明 ; mm 三 2n 一 4. 

6.60 给 下 列 各 图 的 顶点 着 色 最 少 要 用 多 少 种 颜色 ? 

(1) 7 阶 圈 图 C;. 

(2) 8 阶 圈 图 Cs. 

(3) 9 阶 轮 图 W. 

(4) 10 阶 轮 图 Wo. 

(5) 7 阶 完全 图 K，. 

(6) 二 部 图 K,,. 

6.61 给 图 6.11 中 各 图 用 尽量 少 的 颜色 着 色 . 

6. 62 某 大 学 计算 机 专业 三 年 级 有 5 门 选修 课 ,其 中 课程 1 与 2,1 与 3,1 与 4,2 与 4,? 
与 5,3 与 4,3 与 5 均 有 人 同时 选修 , 问 : 安排 这 5 门 课 的 考试 至 少 需 要 几 个 时 间 段 ? 

6.63 假设 当 两 台 无 线 发 射 设备 的 距离 小 于 200 公里 时 不 能 使 用 相同 的 频率 . 现 有 6 
台 设 备 , 表 6. 1 给 出 它们 之 间 的 距离 , 问 : 它们 至 少 需要 几 个 不 同 的 频率 ? 
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6.64 有 6 名 博士 生 要 进行 论文 答辩 ,答辩 委员 会 的 成 员 分 别 为 A 二 { 张 教授 ,于 教 
授 , 王 教授 } ,4A; 一 { 李 教授 , 赵 教 授 , 刘 教授 } ,A; 二 { 张 教授 , 刘 教 授 , 王 教授 } ,A,=!{ 赵 教授 ， 
刘 教 授 , 王 教授 } ,A; 二 { 张 教 授 , 李 教 授 , 孙 教授 ) ,As 三 { 李 教授 , 刘 教 授 , 王 教授 上 ,那么 这 次 
论文 答辩 必须 安排 在 多 少 个 不 同 的 时 间 ? 


6.3 习题 解答 与 分 析 


6.1 设 图 6.1 所 示 无 回 图 为 G=(V,E). 
(1)V 二 {a,0,c,d,e, 了 .上 中 元 系 有 两 种 表示 法 . 
定义 意义 下 ; E 二 {(a,6),(b,6),(b,c), (c,d), (c,d),(d,e))}. 
人 GS=(ab)yes = (bb) ye = Dc)ye = (cd)ye = (cd)ye = (dye),y 则 ES= 
LE sy ves ath sb-ade ts 
G 的 阶 数 n= 二 IV|==6,G 的 边 数 m= 二 1E|=6. 
0 0 ee a oe 各 顶点 度数 之 和 为 12 , 它 
(3) 按 字 母 顺 序 ,得 G eet i A 王 4, 在 0 点 达到 ,最 小 度 
6 二 0, 在 了 扣 达 到 . 
(4) 顶点 c,d 之 间 有 两 条 平行 边 (e 与 es) ,顶点 六 处 有 一 个 环 (es ) ,8 为 抓 立 点 ,ae 均 
为 悬挂 点 ,它们 关联 的 边 e 与 es 为 悬挂 边 ， 
(5) 要 使 G 成 为 简单 图 ,至 少 要 去 掉 2 条 边 . 在 这 里 ,es 一 定 去 掉 ,es 与 es 中 至 少 要 去 
1 条 . 
6.2 议 图 6.2 所 示 有 癌 图 为 D=(V,E). 
| 
表示 为 E 二 {ei ,es，*"… eg) .其 中 ,el=(ay pe 一 (8)，es 一 (bc ee 一 (cd e5 一 (dc)， 
es— (d,sa) es— (asd) ,es— (ac). 
各 顶点 的 度数 、 出 度 、 人 度 分 别 为 
d(a)=4, dd’ (a)=3, d (a)=1 
d(b)=4, d* (bp)=2, d (4)=2 
d= d=l, 2 (0 
d(d)=4, d’ (d)=2, d (Cd) 王 2 
易 知 ,各 顶点 的 度数 之 和 为 16， 它 等 于 边 数 (的 的 两 和 , 且 各 顶点 人 度 之 和 与 出 度 之 和 


均 为 边 数 7 
(2) 从 () 中 结果 可 以 看 出 ， 
D 的 最 大 度 与 最 小 度 相 等 , 即 A 二 6 二 4, 在 a,b,c,d 顶点 处 达到 . 


D 的 最 大 出 度 A+ = 二 3, 在 a 点 处 达到 . 

D 的 最 小 出 度 6° = 二 1, 在 c 点 处 达到 . 

D 的 最 大 人 度 A- = 二 3, 在 c 点 处 达到 . 

D 的 最 小 入 度 6 = 二 1, 在 a 点 处 达到 . 

(3) 万 中 无 平行 边 , 注 意 (c,d) 与 (d,c) 不 是 平行 边 ,同样 地 , (a,qd) 与 (d,a) 也 不 是 平 
行 边 . 

(4) 要 使 D 成 为 简单 图 ,至 少 去 掉 1 条 边 ,此 边 为 环 (2,0》. 

6.3 G 中 有 2 个 5 度 顶 点 . 

分 析 用 握手 定理 解 本 题 . 设 5 度 顶 点 有 
zz 个 ,由 握手 定理 可 知 : 

27 一 26 一 2X3 十 3X2 十 4X1 十 5z 

二 1]6 十 95x 
可 解 出 x=2, 即 G 中 有 2 个 5 度 顶 点 .可 设 G 的 
度数 列 为 d, 则 4 为 
py 

以 d 为 度数 列 的 无 器 图 有 许多 种 非 同 构 的 情况 ， 
在 图 6. 19 中 给 出 的 两 个 图 都 以 4 为 度数 列 ,它们 
是 非 同 构 的 ， 图 6.19 

6.4 G 中 至 少 有 9 个 顶点 . 

分 析 “用 握手 定理 解 本 题 . 设 G 有 7 个 顶点 mo ,不 妨 设 dm) 一 du) 一 … 一 
d (ve ) 二 3, 而 d(vi),…,d(v,) 均 小 于 等 于 2. 由 握手 定理 可 知 


2m=24= yd(v) = 3X6+ Yd(v) <18+2X(n— 6) 
i 三 ] 1 一 了 


6 过 2X( 一 6060) 一 2 一 1 
一 1 之 9 
6.5 ” 边 数 m 二 12. 
解答 与 分 析 设 7 阶 无 向 图 G 的 边 数 为 六 .由 握手 定理 可 知 


2m = Yd(v) =2X1+3X3+4X2+5X1= 24 
i 一 1 
—>m = 12 
7 阶 12 条 边 的 无 回 图 G 的 度数 列 q 为 


以 d 为 度数 列 的 7 阶 图 ,也 有 许多 非 同 构 的 情况 ,图 6.20(a)、(b) 所 示 的 7 阶 
为 度数 列 , 它 们 是 非 同 构 的 . 


简单 图 均 以 dq 
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图 6. 20 


6.6 根据 握手 定理 的 推论 ,不 能 画 出 一 个 7 阶 且 每 个 顶点 的 度数 都 是 3 的 无 问 图 . 

6.7 (1) 图 6.21(a) 和 (b) 两 个 非 同 构 的 图 都 满足 要 求 . 

(2) 用 归 诬 法 ( 即 反 证 法 ) 证 明之 . 

假设 存在 7 阶 无 向 简单 图 G, 以 1,3,3,4,6,6,7 为 度数 列 , 则 A(G) 王 7, 这 与 阶 无 向 
简单 图 的 最 大 度 A 三 n 一 1 相 矛 盾 . 


图 6.21 


6.8 利用 阶 无 回 和 价 单 图 G 的 最 大 度 A(G) 二 nn 一 1 证 明 本 题 . 

用 归 廖 法 证 明 . 假设 存在 以 di ,ds ,dd dd 为 n 个 互 不 相同 的 正 整 数 ) 为 度 
数列 的 无 向 简单 图 G==(V,E),V 二 {oyvo… vw,) ,不 妨 设 d vi) 二 di,i 二 1,2,…,n, 则 

A(G)= max{ld(v) ,do )，…  d(v,)) 
一 maxtdl yd wd 之 7 

这 与 n 阶 无 回 价 单 图 的 最 大 度 应 该 夸 n 一 1 相克 导 . 

6.9 用 握手 定理 以 及 图 的 最 大 度 与 最 小 度 的 概念 证 明 本 题 . 

设 G 的 顶点 集 V 一 (tau ，… 加) , 易 知 


nd(G) < Dd (vw) < nA(G) 
2 
从 而 有 
Dd (v) 


6(G) < ea < A(G) 


由 握手 定理 可 知 , 2m 一 2,d(uw), 于 是 有 


RE 4 < A(G) 
其 实 ,由 握手 定理 可 知 , 江 是 G 的 各 顶点 度数 的 平均 值 ,因而 必 有 
KG) < 4 < ACG) 
6.10 图 6.3 中 G, 的 补 图 G, 为 图 6.22(a) 所 示 ,G, 与 G 都 是 4 阶 长 度 为 3 的 路 径 ， 
所 以 Gi 守 Gi ,因此 Gi 是 自 补 图 (当然 G1 也 是 自 补 图 ). 
图 6.3 中 G， 的 补 图 G, 为 图 6.22(b) 所 示 ,G, 是 4 阶 非 连通 图 ,而 它 的 补 图 G, 是 4 阶 
连通 图 ,当然 必 有 Gs 关 G; ,所 以 G; 不 是 自 补 图 . 
6.11 图 6.23(a) 所 示 的 图 为 图 6.4 中 G 的 补 图 Gi,G 与 G1 都 是 5 阶 圈 , 因 而 
Cr ce , 败 (7 ( (ri ) 为 日 件 图 . 


图 6.23(b) 所 示 的 图 为 图 6.4 中 G;, 的 补 图 G, ,Gs 与 G; 都 是 由 一 个 玉带 着 两 条 悬挂 
边 构 成 的 5 阶 无 向 简单 图 ,G 僵 Cs ,所 以 Gs(G;) 为 自 补 图 . 


(a) (b) (a) (b) 


图 6.22 0 


6.12 ”本题 分 下 面 几 步 证 明 ( 使 用 直接 证 明 法 ). 
(1) 由 补 图 的 定义 可 知 
GUG= Kn 为 G 的 阶 数 ) 
设 G 与 G 的 边 数 分 别 为 m， 和 xm; , 则 
Mi 十 ms 二 n(n 一 1)/2 (K, 的 边 数 ) 
(2) 由 于 G 为 日 补 图 ,所 以 GG,; 因 而 训 二 m2, 记 m 二 ms 二 m. 于 是 有 
mi 十 m2 = 2m 一 12 一 1)72 
>m = n(n— 1)/4 
(3) 由 于 nn 与 (n 一 1) 是 连续 的 自然 数 ,所 以 与 (n 一 1) 互 素 , 又 因为 m 是 整数 , 必 有 下 
面 两 种 情况 : 
情况 1 n= 二 4k(k 宇 1) ,例如 6. 10 题 中 ,图 6.3 中 的 Gi 为 自 补 图 ,n= 二 4(4 二 1 的 情况 ). 
情况 2 nn 一 1 二 48, 即 n= 二 4 十 1(k 宇 1). 例 如 6.11 题 中 ,图 6.4 中 Gi 为 目 补 图 ,nn 二 5 
(是 ==1 的 情况 ). 
注意 硅 G 是 n 阶 日 补 图 , 则 n= 二 44 或 n 二 4 十 1 是 必要 和 条件 ,而 不 是 G 为 目 补 图 的 充 
分 条 件 ,图 6.3 中 的 G; 满足 n= 二 4& 的 条 件 , 但 不 是 自 补 图 . 
6.13 用 图 同 构 及 补 图 的 定义 证 明 本 题 . 
证 明 : 大 Gi 全 G;, 则 GG 守 G;. 
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设 V(G1)==V (Gi)= 二 VV(Gs) 二 V(Gs) 二 Vs, 再 令 E(G1)、E(Gi)、E(Gs)、E(G;) 分 别 
为 OO 、Gz ,Gs 的 边 集 , 

因为 G 守 Gs, 所 以 存在 双 射 函数 f; Vi 习 V; ,使 得 AAA 
(f(w),f(v))EE(G,). 于 是 ,对 此 六 必 有 (zu) 人 EGG 全 (Fo ru)EECG), 这 又 草 
涵 着 : (xzoEE(COOD) 兮 (Fo ,Fo)EECcs ) ,从 而 可 知 ,O 僵 C，， 


类 似 可 证 明 , 若 G, 宇 G;; 则 G, 宇 G 
从 以 上 的 证 明 过 程 可 知 , 设 Gi 与 G 都 是 ， 阶 无 向 简单 图 , 则 Gi 闫 Gs 当 且 仅 当 
GG;. 


6.14 已 知 5 阶 3 条 边 的 非 同 构 的 无 回 简 单 图 共有 4 个 , 则 5 阶 7 条 边 的 非 同 构 的 无 
问 简单 图 也 共有 4 个 . 

分 析 奉 G 是 n 阶 mx 条 边 的 无 回 简 单 图 , 则 G 的 补 图 G 是 nn 阶 n(n 一 1)/2 一 m 条 边 的 
无 丫 简 单 图 . 当 n= 二 5,m 二 3 时 , 则 G 是 5 阶 7 条 边 的 无 站 简单 图 . 

由 上 题 ( 题 6. 13) 的 讨论 可 知 ,Gi 空 Gs 当 且 仅 当 G, 空 G; (G1 舌 G; 当 且 仪 当 G, 闫 G;). 设 
5 阶 3 条 边 的 4 个 非 同 构 的 无 回 简 单 图 分 别 为 G1、Gs、G;、Gs ;它们 的 补 图 分 别 为 G1、G;、 
Gs、G4 也 彼此 分 别 不 同 构 , 并 且 5 阶 7 条 边 的 非 同 构 的 无 向 简单 也 只 有 以 上 4 个 . 

右 能 找 出 5 阶 3 条 边 的 4 个 非 同 构 的 无 向 简单 图 ,根据 补 图 的 定义 ,马上 可 找 出 它们 的 
补 图 ,这 比 耳 接 找 5 阶 7 条 边 所 有 非 同 构 的 简单 图 要 方便 得 多 . 

下 面 给 出 通过 画 出 5 阶 3 条 边 所 有 非 同 构 的 无 回 人 简单 图 , 男 出 5 阶 7 条 边 的 所 有 非 同 
构 的 无 癌 简 单 图 的 过 程 

(1)5 阶 3 条 边 所 有 的 无 向 简单 图 都 是 K; 的 子 图 . 3 条 边 共 产生 6 度 ( 握 手 定理 ) ,将 
6 度 分 配给 5 个 顶点 , 按 简单 图 的 要 求 共 有 4 种 分 配方 案 : 

> 1 ,1,1,1,2:; 

加 人 

(D02.2.2 
每 种 方案 产生 一 个 非 同 构 的 5 阶 3 条 边 的 简单 图 ,而 4 个 图 是 彼此 非 同 构 的 ,所 产生 的 4 个 
图 由 图 6.24(a)、(b)、(c)、(d) 所 示 . 


全 
> | 人 一 局 
(a) (b) (C) (d) 


图 6. 24 
(2) 4 个 5 阶 7 条 边 的 非 同 构 的 无 回 简单 图 分 别 为 图 6. 24 中 各 图 的 补 图 , 见 图 6. 25 中 


各 图 所 示 . 
6.15 Ks 的 两 条 边 的 非 同 构 的 生成 子 图 共有 2 个. 由 握手 定理 可 知 ,两 条 边 共 产生 


(a) (b) (0) (d) 


图 6.25 


4 度 , 分 配给 4 个 顶点 ,其 分 配方 案 为 
DT,1,1; 0 
4 

它们 对 应 的 生成 子 图 为 图 6.26(a) 和 (b) 所 示 . 
6.16 利用 6.15 题 和 鲍 巢 原理 解 此 题 . 形象 地 说 ， 。 。 

铝 巢 原理 为 : m 只 久子 飞 人 nn 个 铝 梨 , 则 至 少 存在 一 个 饮 (a) (b) 


梨 至 少 飞 入 | 下 | 只 镶 子 .关于 [xz ] 见 主教 材 1. 1. 2 节 . 例 图 6.26 
如 , 当 m 二 5,n 二 2 时 , 则 至 少 |=? 只 铅 子 飞人 同一 个 铅 梨 . 当 区 二 8,n 二 5 时 , 则 至 少 有 


[于 |= 2 只 角子 飞 入 同一 个 住 梨 . 下面 证 明 本 题 


4 阶 无 向 简单 图 ,在 同 构 意 义 下 都 是 K, 的 生成 子 图 . 由 上 题 ( 题 6.15) 可 知 ,K 的 2 条 
边 的 生成 子 图 只 有 两 个 是 非 同 构 的 ,G1 、G; .Gy 都 是 4 阶 2 条 边 的 无 向 简单 图 ,在 同 构 意义 
下 ,它们 都 是 Ks 的 生成 子 图 ,由 铝 梨 原理 可 知 ,Gy .Gy .G3 中 至 少 有 两 个 是 同 构 的 . 

在 有 些 问 题 中 ,灵活 地 应 用 馈 旭 原理 ,会 市 来 很 大 的 方便 . 

6.17 3 阶 有 向 完 全 图 的 0.1.2.3.4.5.6 条 边 的 非 同 构 的 生成 子 图 的 个 数 分 别 为 1.1、 
4、4、4、1、1. 在 图 6. 27 中 分 别 给 出 了 它们 的 图 形 . 0 条 边 、1 条 边 、5 条 边 .6 条 边 的 分 别 由 
图 6.27(a)、(b)、(c)、(d) 所 示 ;2 条 边 的 4 个 图 分 别 由 图 6.27(e)、(f)、(g)、(h) 所 示 ;3 条 边 
的 4 个 图 分 别 由 图 6.27()、G)、(k)、(]) 所 示 ;4 条 边 的 4 个 图 分 别 由 图 6.27(m)、(n)、(0)、 
(p) 所 示 . 


(a) (b) (©) (d) 
心 
(e) (f) (g) (h) 


图 6.27 
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和 2 2 
AAAL 


图 6.27 ( 续 ) 


6.18 ”利用 阶 无 向 简单 图 G,G 的 补 图 G ,无 向 完全 图 K; 的 性 质 及 相互 之 间 的 关系 
证 明 本 题 . 

设 G,G,K, 的 顶点 集 分 别 为 V(G),V(G),V(K,), 由 G,G,K, 之 间 的 关系 可 知 ， 
V(G)==V(G)==V(K,), 并 记 它 们 都 等 于 V. YvEV, 记 wv 在 G,G,K 中 的 度数 分 别 为 
dol(v),da(v),dr (v) , 则 必 有 

de(v) + da(v) = dx (vw) = nO—1 
由 于 7 为 奇数 ,所 以 n 一 1 为 偶数 ,因而 , 硅 dc (v) 为 奇数 , 必 有 da (v) 为 奇数 ,于 是 G 与 G 中 

6.19 为 了 回答 本 题 中 的 问题 ,将 图 6. 5 的 顶点 和 边 标 定 ,使 其 成 为 标定 图 , 见 
ew 图 6.28 所 示 . 

/ (1) G 中 最 长 的 圈 长 为 4, 最 短 的 圈 长 为 1. 
om 图 6.28 中 ,mesueruseiveru 是 长 度 为 4 的 圈 ， 
而 vievi( 环 ) 为 长 度 为 1 的 圈 . 

(2) 最 长 的 简单 回路 的 长 度 为 10, 最 短 的 简 

单 回路 的 长 度 为 1. vielviesz verveesvs es Uses Ue 


CE 0 


. vsesvservsesvi 为 最 长 的 一 条 简单 回路 ,me 为 
最 短 的 简单 回路 
注意 初级 回路 ( 圈 ) 都 是 简单 回路 ,但 反之 
不 真 . 
(3) G 的 最 小 度 6==3( 在 顶点 vs ,vs 达到 ); 


G 的 最 大 度 A==4( 在 顶点 vi ,vs ,v3 ,ve 达到 ); 

G 的 点 连通 度 k 二 1(G 有 制 点 vs ); 

G 的 边 连通 度 和 A 二 2({e, ,es3}, {es ,er} 等 为 边 割 集 ). 

6.20 (1) DD 中 有 3 条 非 同 构 的 圈 , 有 4 条 非 同 构 的 人 简单 回路 . 
(2) a 到 4 的 短程 线 为 aed ,dla,d) 二 2. 

(3) d 到 4 的 短程 线 为 deba ,dl(d,a) 二 3. 


(4) 是 单 回 连通 图 ， 

分 析 (1) 对 于 初级 回路 ( 圈 )C 与 C 来 说 ,Ci 空 Cs 当 且 仅 当 C 与 Cs 长 度 相 等 ,但 对 
于 简单 回路 来 说 却 没有 以 上 性 质 .图 6.6 所 示 有 癌 图 D 中 ,有 3 条 初级 回路 非 同 构 , 它 们 的 
长 度 分 别 为 1,2,3. 将 它们 独立 画 出 来 , 见 图 6. 29(a)、(b)、(c) 所 示 . D 中 非 同 构 的 简单 回 
路 , 除 以 上 3 条 外 ,还 有 一 条 长 度 为 5 非 圈 简单 回路 , 见 图 6.29(d) 所 示 , 所 以 D 中 共有 4 条 
非 同 构 的 简单 回路 . 


已 人 
如 
已 
e 
d 
(a) (b) (5) (d) 
图 6. 29 


现在 要 问 ,看 不 是 同 构 意 义 下 ,而 是 在 定义 意义 下 ,图 6.6 所 示 有 问 图 D 中 有 多 少 条 不 
同 的 初级 回路 ( 圈 )? 又 有 多 少 条 不 同 的 简单 回路 呢 ? 

在 定义 意义 下 ,不 同 始 点 (终点 ) 的 回路 看 成 是 不 同 的 . 在 D 中 ,长 度 为 1 的 圈 还 是 一 
条 , 即 c 处 的 环 .长 度 为 2 的 有 2 条: ede 和 ded. 长 度 为 3 的 有 6 条 : aeba,ebae,baeb,bdeb， 
debd ,ebde. 所 以 ,定义 意义 下 ,D 中 共有 9 条 初级 回路 . 而 对 简单 回路 来 说 ,除了 以 上 9 条 以 
外 ,还 有 aedeba,edebae,debaed,baedeb, 所 以 ,定义 意义 下 ,D 中 共有 13 条 简单 回路 .在 图 
比较 复杂 时 ,用 观察 法 很 难 求 出 D 中 的 定义 意义 上 的 通路 数 与 回路 数 ,这 就 要 用 邻接 矩阵 
及 各 次 震 来 求解 了 . 

(2) DD 中 a 到 4 的 短程 线 是 唯一 的 , 即 为 aed ,dla,d) 二 2. 

(3) D 中 4 到 a 的 短程 线 也 是 唯一 的 , 即 为 deba,d(d,a) 二 3. 

(4) D 中 存在 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 通路 ,如 aebdc 就 是 其 中 的 一 条 ,所 以 是 单 回 连 
通 的 ,但 D 中 无 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 回路 ,所 以 D 不 是 强 连 通 的 ， 

6.21 使 用 直接 证 明 法 证 明 . 

设 G 与 G 对 应 的 完全 图 为 K,.V(G) 与 V(G) 分 别 为 G 与 G 的 顶点 集 , 易 知 V(G)= 
V(G) 二 V(K,), 设 它们 为 V. 又 设 E(G) 与 E(G) 分 别 为 G 与 G 的 边 集 , 则 E(G) 站 E(G)= 
如, 且 E(G)UE(G)= 一 E(K,). 设 G 有 k(k 宇 2) 个 连通 分 支 G1 ,Gs，,… ,Gi. 下面 证 明 G 连通 ， 
又 只 需 证 明 , Yu,v€EV= 二 V(G),u~v, 即 到 w 有 通路 ,分 以 下 两 种 情况 讨论 . 

(1) u 与 v 在 G 的 同一 连通 分 支 G,(1 志 7 二 有 ) 中 , 则 对 于 G 的 任 一 个 另外 的 连通 分 支 
G(s 关 7) 中 的 任 一 个 顶点 w, 根 据 补 图 的 定义 , 必 有 (uw),(v,w) EE(G), 于 是 在 G 中 ,u 
到 ww 有 通路 wrov ,所 以 ,一 已 

(2) 与 在 G 的 不 同 连 通 分 支 G; 与 G;(i 关 门 中 ,如 在 G; 中 ,v 在 G; 中 ,由 补 图 定 
义 可 知 ,(w,v)EE(G), 所 Ww~v. 

综 上 所 述 , 硅 G 不 连通 , 则 G 必 连 通 . 

说 明 其 实 , 奢 G 不 连通 , 则 G 必 连 通 . 当然 也 可 能 G 与 G 都 连通 .所 以 ,绪论 应 该 是 ， 
G 与 G 至 少 有 一 个 是 连通 的 . 
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6.22 6 阶 2- 正 则 图 只 有 两 种 非 同 构 的 情况 . 

分 析 ”由 于 正则 图 都 是 简单 图 ,所 以 6 阶 2- 正 则 图 中 不 可 能 有 长 为 1 的 圈 ( 环 ), 也 不 
可 能 有 长 为 2 的 圈 ( 由 两 条 平行 边 构 成 ). 

设 G 为 6 阶 2- 正 则 图 ,其 顶点 集 为 V. YvEV, 由 于 d(w)==2, 又 G 为 简单 图 ,因而 必 
Ij vv EV, 有 有 j 关 k,j 关 i,k 闫 i, 使 得 (v;,v;)EE(G),(v;,vi)EE(G), 形 成 长 为 2 的 路 径 
viviva. 下 面 分 两 种 情况 讨论 . 

(1) v; 与 v; 相 邻 ,得 一 个 3 阶 圈 vviviv;.G 中 男 外 3 个 项 点 中 的 任 一 个 都 不 能 与 这 个 
3 阶 圈 上 的 顶点 相 邻 了 ,否则 会 出 现 度数 过 3 的 顶点 . 并且, 另外 3 个 顶点 也 必然 形成 3 阶 
圈 , 于 是 G 由 两 个 3 阶 圈 组 成 . 

(2) vj 与 vi 不 相 邻 ,此 时 , 必 存 在 vi、v;、vi 外 的 顶点 ,如 vw 与 v) 或 v, 相 邻 ,不 妨 设 
与 v; 相 邻 ,形成 长 度 为 3 的 路 径 vvivivi, 这 时 ,vw 与 v, 不 能 相 邻 ,否则 形成 4 阶 轿 
vjvivav1v; ， 圈 外 的 两 个 项 点 不 能 与 圈 上 的 项 点 相 邻 ,彼此 相 邻 后 又 均 只 能 是 1 度 顶 点 . 所 以 
只 能 是 6 个 顶点 构成 一 个 6 阶 圈 vvivivivsviv;. 

综 上 所 述 ,6 阶 2- 正 则 图 只 能 有 两 种 非 同 构 的 情况 , 见 图 6. 30(a)、(b) 所 示 . 它们 都 是 
Ks 的 生成 子 图 . 

6.23 利用 题 6. 13 和 题 6. 22 证 明 本 题 . 

首先 求解 n 和 mm. 由 已 知 条 件 可 得 方程 组 

2n—m 二 3 
13n—2m==0 
解 出 n= 二 6,m 二 9, 所 讨论 的 图 都 是 6 阶 9 条 边 的 3- 正则 图 ,它们 都 是 Ks 的 生成 子 图 . 这 些 
图 的 补 图 都 是 6 阶 2- 正 则 图 . 由 6. 22 题 可 知 ,6 阶 2- 正 则 图 只 有 两 种 非 同 构 的 情况 ,由 
题 6.13 可 知 ,6 阶 3- 正 则 图 也 只 有 两 种 非 同 构 的 情况 , 见 图 6.31(a)、(b) 所 示 , 它 们 分 别 与 
图 6. 30(a)、(b) 互 为 补 图 . 


人 
全 [J 咽 章 


图 6. 30 图 6.31 


6.24 首先 给 图 6. 1 的 边 标记 ,如 图 6. 32 所 示 . 它 的 关联 矩阵 为 


]0000 0 
1 2 1 0 0 0 
M=|I0 0 1 1 1 0 
0 .0 0 1 1 1 
0 000000 1 


pb. pa (1) 区 (wh Ya0 .tw sd (v,) 二 1,， 
ad mw)= ld(wmi= 2 (w=0d (Wm)=30d(m) 3 
cd (v,)=0,.d- (vs )=1,d(vw)=1. 


(2) es 与 es 十 平 行 边 . 
6.26 先 写 出 DD 的 邻接 从 阵 和 它 的 2~5 次 需 ， 


0 0 0 0 0 1.010 
1]01 1 0 0 2 0 2 
A=|I WF 1 0 A’:=|0 0 1 0 0 
0 0 1 0 0 1 1 10 
Cl [|1021 1 
1 0 2 1 EL 
0 2 2 2 2 0 6 2 2 
本 =| 丰 有 1 
1 0 3 1 0 1 4 1 2 
0 1 3 1 I|I1 2 5 31 
1 六 写 名 1 
0 2 8 2 
A 二 |0 0 1 0 
1 2 6 3 
2 1 10 3 4 


(1) a 到 4 长 度 为 1,2,3,4,5 的 通路 分 别 为 0 条 ,1 条 ,1 条 ,1 条 ,3 条 . 
(2) a 到 4 长 度 小 于 等 于 3 的 通路 为 2 条 . 

(3) a 到 4a 长 度 为 1,2,3,4,5 的 回路 分 别 为 0 条 ,0 条 ,1 条 ,0 条 ,1 条 . 
(4) d 到 4 长 度 小 于 等 于 3 的 回路 为 2 条 . 

(5) D 中 长 度 等 于 5 的 通路 (不 含 回 路 ) 共 51 条 . 

(6) DD 中 长 度 等 于 5 的 回路 共 11 条 . 

(7) D 中 长 度 小 于 等 于 5 的 通路 共 151 条 ,其 中 回路 25 条 . 

(8) 由 p; 二 1 当 且 仅 当 ap 十 a22 十 ae 十 a9>>0,i 关 j ,可 达 从 阵 为 


] 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
P=|0 0 1 0 0 
1 1 1 1 
1 1 1 li 


分 析 用 邻接 矩阵 计算 的 有 问 图 的 通路 数 和 回路 数 都 是 在 定义 意义 下 的 ,一 个 长 度 为 
的 回路 在 定义 意义 下 是 & 条 回路 . 
6.27 写 出 它 的 相 邻 矩阵 及 2 一 4 次 千 . 


0 1 0 0 0 1 1 10 0 0 

1 1 1 0 0 1 3 1 2 0 0 

0 10 2 0 1 1 5 0 2 0 
十 = P= 

0020 1 0 2 0 5 0 0 

0 0 0 1 0 0020 10 

0 0 0 0 0 0 .00 0 0 0 
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13 1 20 0 | 
3 5 (22 0 DO 15 9 16 2 0 
]( 1 1 0 0 ( 9 31 2 lz2 0 
4 一 A 二 
2 2 1l2 0 5 0 2 16 2 29 0 0 
02 0 5 00 2 2 12 0 5 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


(1) a 到 < 长度 为 1.2、3、4 的 通路 分 别 有 0 条 .1 条 、1 条 、7 条 . 
(2) a 到 上 自身 长 度 为 1.2.3、 4 的 回路 分 别 有 0 条 .1 条 .1 条 、3 条. 
(3) 注意 到 f 是 孤立 点 ,初级 通路 最 长 为 4, 由 A 十 各 十 和 十 A',G 的 可 达 和 矩阵 


1 11110 
1 11110 
1 11110 
| 
1 11110 
1 11110 
00 .0001 
6.28 ”用 握手 定理 的 推论 证 明 本 题 ,使 用 归 诬 法 比较 方便 ，. 


设 G 的 两 个 奇 度 顶 点 分 别 为 & 和 w. 硅 4 与 v 不 连通 , 即 它们 之 间 无 通路 , 则 与 v 必 
处 于 G 的 不 同 连 通 分 文中 ,不 妨 设 wx 在 G 的 连通 分 支 C; 中 ,v 在 G; 中 ,由 于 G 中 只 有 两 个 
奇 度 顶点 ,于 是 CO 与 Gz 中 均 各 有 一 个 奇 度 顶点 , 当 对 G1 与 Gs 使 用 握手 定理 推论 时 ,都 会 
引出 矛盾 ,所 以 奇 度 顶 点 与 v 必 处 于 G 的 同一 个 连通 分 文中 , 即 它们 之 间 必 有 通路 ,也 即 
它们 必 连 通 . 

6.29 设 e 为 与 v 关联 的 割 边 ( 桥 ). 

先 证 明 : 车 wv 为 割 点 , 则 w 不 是 悬挂 顶点 (1 度 顶 点 ) ,用 归 雇 法 证 明之 . 否则 ,若是 悬 
挂 项 点 , 则 从 G 中 删除 wv, 只 是 将 vv 及 关联 割 边 e 从 G 中 去 挥 了 ,因而 p(G 一 v)= 二 pp(G), 即 
从 G 中 删除 v, 所 得 图 G 一 v 与 G 的 连通 分 文 数 相 同 ,这 与 v 为 制 点 相 了 矛盾 . 

再 证 明 : 硅 v 不 是 悬挂 顶点 , 则 ww 为害 点. 由 于 vv 不 是 1 上 度 顶 点 ,因而 wv 除 与 制 边 e 关联 
外 ,还 必须 与 男 外 一 些 边 ,比如 ei ,es,…,e, 相关 联 , 当 从 G 中 删除 v 时 ,e,ei ,es ,…,e, 全 被 
删除 ,可 是 e 是 割 边 ,因而 p(G 一 v)p(G), 所 以 wv 为 制 点 . 

6.30 ”图 6.7(a)、(b) 所 示 的 图 为 二 部 图 ,而 图 6.7(c) 所 示 的 图 不 是 二 部 图 ， 

一 个 无 丫 图 G 是 二 部 图 当 且 仅 当 G 中 无 奇 长 回路 ,图 6.7(a)、(b) 所 示 图 中 无 奇 长 回 
路 ,而 图 6.7(c) 所 示 图 中 ,bcgfdo 与 5dfeab 部 是 长 为 5 的 回路 .图 6.7(a)、(b) 所 示 二 部 图 
的 标准 形式 分 别 由 图 6. 33(a)、(b) 所 示 . 


a e / 
p C d ad E 8 
(a) (b) 


图 6.33 


6.31 当 ?=2&(RGNAA 三 2) 时 , 圈 图 C, 为 二 部 图 . 

分 析 图 G 为 二 部 图 当 且 仅 当 G 中 不 含 奇 圈 . 因而 要 求 n 为 偶数 ,又 因为 在 圈 图 定义 
中 ,要求 n 宇 3, 所 以 圈 图 为 二 部 图 当 且 仅 当 为 大 于 等 于 4 的 侦 数 . 

6.32 7 二 1 或 n 二 2 时 KK, 为 二 部 图 ， 

分 析 平凡 图 为 二 部 图 ,所 以 Ki 为 二 部 图 ,KR 中 无 奇 长 回路 ,所 以 Ki 为 二 部 图 . 而 当 
n 宇 3 时 ,K, 中 均 含 奇 圈 ( 如 Ks 是 K,(n 宇 3) 的 子 图 ) ,所 以 当 n 宇 3 时 ,K, 都 不 是 二 部 图 . 

6.33 ”根据 轮 图 W, 的 定义 可 知 ,n 三 4, 因 而 任何 轮 图 中 都 售 Ks , 即 都 含 长 度 为 3 的 图， 
所 以 W, 不 是 二 部 图 . 

6.34 图 G 的 图 形 如 图 6.34(a) 所 示 . 每 一 个 完美 匹配 给 出 一 个 分 配方 案 , 共 有 3 种 不 
同 的 分 配方 案 : 

方案 1 甲 完 成 4, 乙 完 成 6, 丙 完成 c; 

方案 2 甲 完成 2, 乙 完成 w ,内 完成 c; 

方案 3 甲 完 成 c, 乙 完成 a, 丙 完成 4. 

对 应 的 匹配 是 

方案 1 Mi={( 甲 ,a),( 乙 ,0 , (两 ,c)》, 见 图 6.34(b) 所 示 ; 

方案 2 M;=({( 甲 ,0),( 忆 ,oa), (办 ,c)), 见 图 6.34(Cc) 所 示 ; 

方案 3 Ms 二 {( 甲 ,0),( 乙 ,a),( 丙 ,0)), 见 图 6.34(d) 所 示 . 


中 乙 内 时 乙 内 忆 内 中 忆 办 


(a) (Db) (5) (d) 


图 6.34 


6.35 ”在 图 6.8 中 ,图 (4) 满足 相 异 性 条 件 , 但 不 满足 1 条件. 有 完备 匹配 ,并且 是 完美 
匹配 . 图 (5) 不 满足 相 异 性 条 件 ,wi ,ws yz 只 与 wu 关联 有 反 过 来 ,vs ,vs 只 与 us 关联 ， 当 
然 也 不 满足 1 条件. 不 存在 完备 匹配 . 图 (c) 满 足 1(1 二 2) 条 件 ,当然 也 满足 相 异 性 条 件 . 有 
完备 匹配 ,但 不 是 完美 匹配 . 

分 析 ”满足 相 寞 性 条 件 是 存在 完备 匹配 的 充分 必要 条 件 , 而 满足 t 条 件 是 存在 完备 匹 
配 的 充分 条 件 . 不 满足 相 异 性 条 件 一 定 也 不 满足 1 条 件 ,满足 1 条件 一 定 也 满足 相 异 性 
条 件 . 

6.36” 作 二 部 图 G= (Vi,V;,E), 其 中 Vi 是 6 个 部 门 ,Vs 是 10 0 聘 者 ,部 门 与 应 
聘 者 v 相 邻 当 且 仅 当 应 聘 者 v 申请 部 门 w. 根据 题 设 ,Vi 的 每 个 项 点 至 少 关 联 2 条 边 ,V， 
的 每 个 顶点 至 多 关联 2 条 边 . G 满足 1:(t 二 2) 条件, 存在 Vi 到 V， 的 完备 匹配， 故 这 6 个 部 
门 都 能 招聘 到 人 . 

6.37 作 二 部 图 C=(V ,V: ,下 ) ,其 中 Vi={( 张 生 , 王 庆 , 李 民 , 赵 久 ),V 三 { 刘 教授 , 孙 
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张 王 李 赵 教授 , 周 教授 , 宋 教授 } ,EF 二 {(u,v)|uEVi,vEVs, 且 报考 v), 如 
图 6. 35 所 示 . 
不 难看 出 {( 张 生 , 宋 教授 ),( 王 庆 , 孙 教授 ),( 李 民 , 刘 教授 ),( 赵 
对 孙 周 宋 久 , 周 教授 )} 是 一 个 完美 匹配 , 它 恰好 给 出 每 位 教授 录取 一 名 硕士 研 
负 6.35 究 生 的 分 配方 案 . 
6.38 ”本 题 所 要 求 的 无 器 简单 欧 拉 图 很 多 ,每 种 都 可 以 给 出 右 干 

(1) 给 定 一 个 n(n 为 宇 4 的 偶数 ) 阶 偶 圈 C, ,使 C, 上 的 每 个 顶 wv;(i 二 1,2,…,n) 都 成 为 
C, 与 男 一 个 阶 数 三 4 的 偶 圈 的 公共 顶点 , 则 所 得 图 具有 偶数 个 顶点 ,偶数 条 边 , 且 为 欧 拉 
图 . 当 n 一 4, 男 外 4 个 侦 圈 的 阶 数 分 别 为 4.4、4、6 的 图 如 图 6. 36(a) 所 示 . 

(2) 在 (1) 中 给 出 的 图 族 中 ,只 需 将 C, 上 的 某 一 个 顶点 (只 一 个 顶点) 所 共用 的 偶 疾 改 
成 长 度 宇 3 的 奇 圈 ,就 得 到 一 个 奇数 个 顶点 .奇数 条 边 的 简单 欧 拉 图 .图 6.36(b) 所 示 的 图 就 
是 其 中 的 一 个 . 

(3) 设 C,(x>3 的 奇数 ) 为 n 阶 奇 轿 ,让 C, 上 每 个 顶点 都 共 一 个 偶 圈 ( 阶 数 之 4) ,所 得 
向 单 图 为 偶数 个 顶点 .奇数 条 边 的 欧 拉 图 .图 6.36(c) 所 示 就 为 其 中 的 一 个 . 

(4) 类 似 可 定义 一 族 图 是 奇数 个 顶点 、 侦 数 条 边 的 简单 欧 拉 图 ,图 6. 36(d) 所 示 的 图 是 


一 个 特例 
(a) (b) (© (d) 


图 6.36 


6.39 (1) nn 为 奇数 ( 即 n 二 2k 十 1,kEN) 时 ,K, 为 欧 拉 图 . 此 时 ,K, 的 各 顶点 的 度数 均 
为 2k. 

(2) 任何 阶 有 癌 完 全 图 都 是 欧 拉 图 ， 

(3) 任何 阶 轮 图 都 不 是 欧 拉 图 , 奉 为 奇数 , 则 W, 中 有 nn 一 1 个 奇 度 顶 点, 而 当 n 为 侦 
数 时 ,W, 中 无 偶 度 顶 点 ,所 以 W, 不 是 欧 拉 图 . 

(4) 当 r 宇 2,s 三 2, 且 7,s 均 为 偶数 时 ,K,,, 为 欧 拉 图 . 

6.40 (1) 除 K; 不 是 哈密 顿 图 外 ,K,(n 隆 2) 全 是 哈密 顿 图 . 注意 : 平凡 图 是 哈密 顿 图 ， 
所 以 Ki 是 哈密 顿 图 . 当 n 宇 3 时 ,K 中 均 有 长 度 为 n 的 圈 , 这 些 圈 均 为 K, 中 的 哈密 顿 回路 . 

(2) 任何 阶 的 有 向 完全 图 都 是 有 问 哈 密 顿 图 , 平 几 有 问 图 是 哈密 顿 图 . 

(3) 轮 图 W, 都 是 哈密 顿 图 ,在 轮 图 的 定义 中 ,已 规定 n 宇 4, 因 而 在 W, 中 都 存在 n 阶 圈 
(生成 圈 ) ,所 以 W, 都 是 哈密 顿 图 . 

(4) 当 r= 二 ;之 2 时 ,K, ,为 哈密 顿 图 , 

6.41 (1) 所 有 的 有 问 圈 图 C,(n 宇 3) 既 是 有 问 欧 拉 图 ,又 是 有 癌 哈 密 顿 图 ,图 6. 37(a) 
所 示 为 一 个 特例 . 


图 


(2) 让 两 个 有 向 圈 图 C, (n 宇 3) 与 C (m 宇 3) 共 一 个 顶点 w, 所 得 图 是 有 向 欧 拉 图 ,但 不 
是 哈密 顿 图 . 图 6. 37(b) 所 示 的 图 为 一 个 特例 . 

(3) 在 一 个 有 问 圈 图 C, (2 之 4) 的 不 相 邻 的 顶点 之 间 加 一 条 有 问 边 ,所 得 图 依然 是 哈密 
顿 图 ,但 不 是 欧 拉 图 .图 6.37(c) 所 示 为 一 个 特例 . 

(4) 在 (2) 中 所 得 图 中 的 一 个 有 问 圈 的 不 相 邻 硕 点 之 间 加 一 条 有 问 边 ,所 得 图 既 不 是 欧 
拉 图 ,也 不 是 哈密 顿 图 . 图 6. 37(d) 所 示 为 一 个 特例 . 


(a) (b) (9) (d) 


图 6. 37 


6.42 利用 主教 材 中 定理 6. 10 的 推论 (有 荐 点 的 图 一 定 不 是 哈密 顿 图 ) 以 及 题 6. 26 的 
结论 证 明 本 题 . 

设 G 为 寓 桥 ( 割 边 )e 的 连通 无 丫 图 . 硅 G 是 含 e 的 K;,G 当然 不 是 哈密 顿 图 ,否则 ,G 的 
阶 数 n 宇 3, 设 桥 e 二 (u,v), 则 由 于 G 的 连通 性 ,与 中 至 少 有 一 个 不 是 悬挂 顶点 ,不妨 设 zx 
不 是 悬挂 顶点 ,由 题 6. 26 可 知 ,w 是 割 点 ,由 主教 材 中 定理 6. 10 的 推论 可 知 ,G 不 是 哈密 
顿 图 . 

6.43 ”证 明 中 用 欧 拉 图 的 性 质 及 握手 定理 的 推论 ,使 用 归 座 法 . 

右 存在 带 桥 的 连通 的 无 问 图 G 是 欧 拉 图 , 则 G 中 所 有 顶点 的 度数 都 是 偶数 . 设 桥 二 
(u,v) ,考虑 G 一 G 一 e, 由 于 e 为 桥 , 所 以 G 有 两 个 连通 分 支 G1 与 G2, 设 在 G1 中 ,v 在 G， 
中 , 则 de (wD) 二 de (ww) 一 1 为 奇数 ,de (v) 二 de(v) 一 1 为 奇数 ,而 G1 与 Gz 中 其 余 顶 点 都 是 偶 

6.44 根据 无 向 欧 拉 图 的 判别 定理 ,在 图 6.9 中 ,图 (a) 没 有 奇 度 顶 点 ,有 欧 拉 回 路 . 
图 (b) 中 有 4 个 (5,d,f 了 ,用 ) 奇 度 顶 点 ,没有 欧 拉 通 路 ,更 没有 欧 拉 回路 . 图 (c) 中 有 2 个 (6, 了 ) 
奇 度 顶点 ,有 欧 拉 通路 ,但 没有 欧 拉 回路 . 

6.45 根据 有 向 欧 拉 图 的 判别 定理 ,在 图 6.10 中 ,图 (a) 中 顶点 5 的 出 度 比 入 度 大 1, 顶 
点 d 的 入 度 比 出 度 大 1, 男 外 2 个 顶点 (a,c) 的 出 度 等 于 人 度 , 故 有 了 欧 拉 通 路 ,但 无 欧 拉 回 
路 . 图 (b) 中 4 个 顶点 的 出 度 都 等 于 入 度 , 故 有 欧 拉 回路 . 图 (ce) 中 顶点 5 的 入 度 比 出 度 大 
2 ,顶点 d 的 出 度 比 入 度 大 2, 故 没有 欧 拉 通路 ,更 没有 欧 拉 回路 . 

6.46 在 图 6.11 中 ,图 (a) 有 桥 , 故 没 有 了 哈密 顿 回路 . 但 它 有 哈密 顿 通路 ,如 fgeabcd. 
对 于 图 (b), 删 去 {5,d,f,) 后 的 图 有 5 个 连通 分 文 , 故 没有 哈密 顿 回路 . 它 也 有 哈密 顿 通 
路 ,如 abcdefghlijk. 图 (c) 有 哈密 顿 回路 ,如 abcdhgfea. 图 (d) 删 去 {5,d,f,h} 后 的 图 有 
5 个 连通 分 文 , 故 没有 哈密 顿 回路 . 但 它 有 哈密 顿 通路 ,如 abcdefghi. 

6.47 (1) 证 明 图 6.12(a) 所 示 图 G 不 是 哈密 顿 图 . 将 此 图 项 点 标定 , 见 图 6. 38(a) 所 
示 . 取 可 二 {a,e,f,g,&),G 一 Vi 为 图 6.38(b) 所 示 ,p(G 一 V1) 二 6 之 Vi 二 5, 由 主教 材 中 
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定理 6. 10 可 知 ,G 不 是 哈密 顿 图 . 


b Cc 
站 总 
oh 
a 总 
i a 
(a) (b) 


(2) 图 6.12(b) 所 示 的 图 是 哈密 顿 图 . 将 该 图 项 点 标定 , 见 图 6. 39 所 示 . 在 图 6. 39 中 ， 
ahgfibcdeja 为 图 中 一 条 哈密 顿 回路 ,所 以 该 图 为 
哈密 顿 图 . 

6.48 ”该 青年 应 该 按 图 6. 13 中 所 示 带 权 图 
(各 边 均 带 有 实数 的 图 ) , 走 一 条 距离 最 近 的 哈密 顿 
回路 . 这 里 可 用 穷 举 法 来 寻找 距离 最 近 的 哈密 顿 回 
路 . 设 : 


C=ABCDA, w(C)=32 
C=ABDCA, w(C,)=46 
C;=ACBDA, w(C,)=44 
C=ACDBA, w(C,)=46 
C;=ADBCA, w(C:)=44 
Cs=ADCBA, w(Cs)=32 
这 里 ,w(C;) 为 C; 的 长 度 . 该 青年 按 C; 或 Cs 中 景点 的 顺序 去 旅游 所 走路 程 最 近 . 
本 题 是 在 完全 带 权 图 天, 中 求 最 短 蛤 密 顿 回路 问题 ,也 称 “ 贷 即 担 问题 ” 当 n 较 大 时 , 求 
解 货 即 担 问 题 不 是 易 事 , 计 算 量 大 得 怀 人 
6. 49 本 题 是 将 有 关 事物 之 间 的 关系 转化 成 无 向 图 ,证 明 所 得 图 为 哈密 顿 图 的 问题 
作 无 向 简单 图 G==(V,E), 其 中 ,V=={vlwv 为 六 种 颜色 的 纱 之 一 }, 则 |V|==6;E={(w， 
v)|u,vEV 且 w 关 v 且 w 与 v 能 搭配 }. 
由 已 知 条 件 可 知 , Yu,vEV ,都 有 
d(w) 二 dl(v) 之 3 十 3 二 6 
由 主教 材 中 定理 6. 11 可 知 G 为 哈密 顿 图 ,因而 存在 哈密 顿 回 路 , 设 C 二 vi vi …vi vi 为 其 中 
的 一 条 ,由 G 的 构造 可 知 ,C 上 任何 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 也 和 枯 才 的 训 闪 的 多 织 成 双 
色 布 . 比如 ,让 颜色 vw 与 vi 染 成 的 纱 织 成 一 种 双色 布 , 与 vi 染 成 的 纱 织 成 为 一 种 双色 
布 , 青 让 vw; 与 vi 染 成 的 纱 织 成 第 三 种 双色 布 ,三 种 双色 布 用 上 了 6 种 不 同 颜色 的 纱 . 
6.50 图 6.14 所 示 平 面 图 G 的 边 数 m= 二 14. 
deg(R1)=]1, deg(R,)=3 
deg(K;)=6, deg(R,)=2 
deg(R;)=3, deg(R,)=13 


ydeg(R ) -0 
注意 桥 在 计算 它 所 在 的 面 的 次 数 时 痢 提 供 2. 
6.51 将 图 6.15 所 示 平 面 图 的 内 部 面 Ri 变 成 外 部 面 所 得 平面 图 如 图 6. 40(a) 所 示 . 
将 R, 变 成 外 部 面 如 图 6. 40(b) 所 示 . 
6.52 图 6.16 所 示 无 回 图 G 有 平面 舱 入 , 见 图 6.41 所 示 , 因 而 G 为 平面 图 . 
根据 “定理 : 设 G 为 n(n 宇 3) 阶 平面 图 , 则 G 为 极 大 平面 图 当量 仪 当 G 的 每 个 面 的 次 数 
都 是 3”, 从 图 6.41 可 知 ,G 的 8 个 面 的 次 数 均 为 3, 所 以 G 为 极 大 平面 图 . 


(a) (b) 


图 6.40 图 6.41 


6.53 图 6.42 中 给 出 了 两 个 7 阶 极 小 非 平面 图 ,其 中 图 6. 42(a) 所 示 的 图 为 在 K; 中 
插 人 两 个 2 度 顶点 得 到 ,图 6.42(b) 所 示 的 图 为 在 K;,; 中 插入 一 个 2 度 顶 点 得 到 . 


图 6.42 


分 析 ” 硅 一 个 无 向 图 G 是 平面 图 , 则 在 G 中 插入 有 限 个 2 度 顶 点 ,或 消去 有 限 个 2 度 
顶点 ( 若 存在 2 度 顶点 ) 后 所 得 图 G 仍然 是 平面 图 . 同样 地 ,对 一 个 非 平面 图 G 进行 插入 
2 度 顶 点 ,或 消去 2 度 顶 点 ( 若 存 在 ) ,所 得 图 G 仍 为 非 平 面 图 . 也 就 是 说 ,2 度 顶 点 的 多 少 不 
影响 图 的 平面 性 .已 知 Ks 和 Ks, 都 是 极 小 非 平 面 图 , 则 与 它们 同 胚 的 图 也 是 极 小 非 平 面 图 . 
图 6.42(a) 所 示 的 图 与 天: 同 胚 ,所 以 它 是 7 阶 极 小 非 平 面 图 ,删除 它 中 的 任何 一 条 边 后 所 
得 图 为 平面 图 . 类 似 讨论 可 知 图 6.42(b) 所 示 的 图 也 是 7 阶 极 小 非 平 面 图 . 

6.54 GG 的 边 数 m 二 11. 

分 析 由 于 G 是 连通 的 平面 图 ,所 以 G 的 阶 数 n、 边 数 汉 、 面 数 7 满足 欧 拉 公 式 : 

n—mTro=2 
已 知 ,n 二 7,r 二 6, 所 以 mm 一 n 十 rr 一 2 二 7 十 6 一 2 二 11. 
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6.55 CG 的 阶 数 n 二 9. 
分 析 由 于 CC 的 连通 分 支 数 & 二 3, 应 用 欧 拉 公式 的 推论 应 有 
n—m 二 r= 二 上 十 1 

已 知 ,r 二 4,m 二 9, 所 以 阶 数 n= 二 十 1 十 mm 一 r 二 3 十 1 十 9 一 4 二 9， 

6.56 (1) 证 明 图 6.17(a) 所 示 图 为 非 平面 图 . 图 6.43 所 
示 的 图 为 图 6. 17(a) 所 示 图 的 子 图 . 此 图 与 Ks,; 同 构 , 互 补 顶 
点 子 集 Vi ={a,bc),V ={11,2,3} ,由 库 拉 图 斯 基 定 理 可 知 ， 
图 6.17(a) 所 示 的 图 为 非 平 面 图 . 

(2) 图 6.17(b) 所 示 的 图 是 5 阶 简单 图 , 且 图 中 任何 两 个 顶 
点 均 彼此 相 邻 ,所 以 该 图 与 Ks 同 构 , 由 库 拉 图 斯 基 定 理 可 知 ,该 
图 为 非 平面 图 . 

6.57 论证 图 6. 18 所 示 的 图 有 平面 舱 入 . 设 此 图 为 G, 将 
G 的 各 顶点 标定 , 见 图 6. 44(a) 所 示 . 只 要 将 顶点 5( 或 硕 点 a) 移 动 位 置 ,就 可 得 到 G 的 平面 
可 入 , 见 图 6. 44(b) 所 示 , 所 以 G 为 平面 图 . 


医 6.44 


分 析 ”证明 某 图 G 为 平面 图 ,只 要 找 出 G 的 平面 朋 和 信 即 可 . 而 证 明 某 图 G 为 非 平 面 图 ， 
就 要 找到 与 K; 或 K;,; 同 胚 子 图 ,或 者 找到 可 以 收缩 到 Ks 或 K;, 的 子 图 ,由 库 拉 图 斯 基 定 理 
可 证 明 G 为 非 平面 图 . 

6.58 在 图 6. 45 中 ,虚心 点 实 线 边 所 示 的 图 为 轮 图 
Wi; ,而 实心 点 虚线 边 所 示 的 图 为 Ws 的 对 侦 图 Ws ,Ws 也 
是 5 阶 轮 图 ,只 是 它 的 外 部 面 由 次 数 为 3 的 面 充当 ,因而 
在 同 构 的 意义 下 ,它们 都 是 5 阶 轮 图 ,所 以 Ws 实 W;. 

6.59 由 主教 材 中 定理 6. 13 和 欧 拉 公 式 证 明 本 题 . 

由 于 G 是 连通 平面 图 ,因而 满足 欧 拉 公式 : 

1 一 7 十 广 一 “ 

又 由 于 G 的 每 个 面 的 次 数 至 少 为 4, 及 主教 材 中 定理 6. 13 
可 知 


2m 一 ydeg(R) > 47 © 
i 一 1 


由 怨 可 得 


BE 
将 如 代入 由 ,可 得 
“一 1 一 丈 十 了 2 一 下 十 了 


>m 三 2n 一 4 

6.60 (1)C; 至 少 要 用 3 种 颜色 . (2)Cs 至 少 要 用 2 种 颜色 . (3)W, 至 少 要 用 3 种 颜 
色 . (4)Ww 至 少 要 用 4 种 颜色 . (5)K, 至 少 要 用 nn 种 颜色 . (6)K,, 当 s 宇 1 有 1 之 1 时 至 少 
要 用 2 种 颜色 ; 当 ;二 0 或 1 二 0 时 只 需要 一 种 颜色 ， 

分 析 侦 阶 圈 图 至 少 要 用 2 种 颜色 , 奇 阶 圈 图 至 少 要 用 3 种 颜色 . 侦 阶 轮 图 至 少 要 用 
4 种 颜色 , 奇 阶 轮 图 至 少 要 用 3 种 颜色 . n 阶 完全 图 要 用 n 种 颜色 . 二 部 图 只 要 2 种 颜色 , 当 
二 部 图 为 零 图 时 只 要 一 种 颜色 . 

6.61 图 6.11(a)、(b)、(c)、(d) 分 别 至 少 要 用 3、3 .2 .3 种 颜色 . 

6.62 做 无 向 图 C 一 (V,E),V 一 ( vi 二 1,2,3,4,5},E=={( vi,v;) 
vi 与 v; 有 人 同时 选 ,1 人 i 二) 二 5 } ,如 图 6. 46 所 示 . 显然 ,课程 ww 与 v; 
可 以 同时 考 当 且 仅 当 没 有 人 同时 选 v; 与 vj, 又 当 且 仅 当 在 G 的 春色 中 
vi 与 v; 可 涂 同一 种 颜色 . 不 难看 出 给 G 着 色 至 少 需要 3 种 颜色 ,给 v， ¢ s 
与 wa 涂 颜 色 a,w 与 v; 涂 颜 色 8,u 涂 颜 色 7. 因而 至 少 需 要 3 个 时 间 段 图 6.46 
才 考 完 这 5 门 课程 . 

6.63 作 图 G==(V,E),V=={v|i 二 1,2,3,4,5,6) ,每 个 v; 代表 一 台 设 备 ,E={ (wv;,v;) 
vw; 写 v; 的 距离 小 于 200 公里 ,1 付 1 过 <) 二 6 }, 如 图 6. 47 所 示 . 给 顶点 看 色 ,一 种 颜色 代表 
一 个 频率 . 一 种 着 色 代 表 一 种 频率 分 配方 案 , 因 而 所 需 的 最 少 频率 数 等 于 G 需要 的 最 少 颜 
色 数 . 不 难看 出 ,G 最 少 需要 3 种 颜色 . 图 6. 47 中 给 出 一 种 着 色 方 案 . 按照 这 个 方案 ,设备 
1 和 3 使 用 频率 1 ,设备 4 和 5 使 用 频率 2, 设备 2 和 6 使 用 频率 3. 

6.64 ”做 图 G=(V,E), 其 中 V={w1i==1,2,3,4,5,6) ,每 个 ww 代表 一 名 博士 生 ,E= 
{(vi90) 1A; 门 A; 关 人 ,1 二 i,j 二 6,i 关 站 ,如 图 6. 48 所 示 . wv; 与 v; 的 答辩 会 可 以 同时 进行 当 
且 仅 当 A; 与 A; 中 没有 共同 的 成 员 , 这 又 当 且 仅 当 wi 与 v; 不 相 邻 . 因而 ,这 个 问题 恰好 对 
应 G 的 点 着 色 , 着 不 同 颜色 的 项 点 所 代表 的 博士 生 的 答辩 会 必须 安排 在 不 同时 间 , 需 要 的 
最 少 不 同 时 间 等 于 C 需要 的 最 少 颜色 数 . 不 难看 出 ,G 需要 的 最 少 颜 色 数 是 5, 只 有 mw 入 
可 以 着 同一 种 颜色 . 因此 ,这 次 论文 答辩 至 少 要 安排 5 个 不 同 的 时 间 ,其 中 A, 和 A; 可 以 安 
排 在 同一 时 间 . 
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7.1 内 容 提 要 


1. 无 向 树 

无 回 树 ”无 丫 树 ,分支 点、 树叶 ,平凡 树 、 条 林 . 

定理 7.1( 无 问 树 的 等 价 定义 ) : 

设 G 为 n 阶 m 条 边 的 无 回 图 , 则 下 面 各 命题 是 等 价 的 : 

(1) G 连通 不 含 初级 回路 和 简单 回路 ; 

(2) G 的 每 对 顶点 之 间 有 唯一 的 路 径 ; 

(3) G 连通 月光 二 n 一 1; 

(4) G 中 无 初级 和 简单 回路 且 mx 二 nn 一 1; 

(5) G 中 无 初级 和 简单 回路 ,但 在 G 的 任何 两 个 不 相 邻 的 项 点 之 间 加 一 条 新 边 , 就 得 到 
唯一 的 一 条 初级 回路 ; 

(6) G 连 通 且 每 条 边 都 是 桥 . 

定理 7.2 非 平 凡 无 回 树 至 少 有 两 片 树叶 ， 

生成 树 : 

相关 概念 ”G 的 生成 树 了 .TT 的 树 校 TT 的 弦 、T 的 余 树 ,求生 成 树 的 算法 . 

定理 7.3 无 问 连 通 图 都 有 生成 树 . 

最 小 生成 树 ” 带 权 图 中 的 最 小 生成 树 . 求 最 小 生成 树 的 算法 (Kruskal 算法 ). 

2. 根 树 及 其 应 用 


相关 概念 ” 根 树 、 树 根 . 树 叶 、 内 点 、 分 支点 . 树 局 .平凡 根 树 .根子 树 \ 有 序 树 . 
家 族 树 ”祖先 与 后 代 、 父 杀 与 儿子 、 兄 第 . 


民 树 的 分 类 : 

(1) 7 元 树 ; 

(2) 元 正则 树 

(3) 7 元 完全 正则 树 ; 

(4) r 元 有 序 树 ; 

(5) r 元 有 序 正 则 树 ; 

(6) rr 元 有 序 完全 正则 树 . 

最 优 树 与 最 佳 前 缀 码 : 

最 优 树 ”树叶 种 权 的 2 元 树 TT 的 权 W(T)、 最 优 2 元 树 . 


树 及 其 应 用 


哈 夫 曼 算法 ” 求 最 优 2 元 树 的 算法 . 

最 佳 前 缀 码 ”长 度 为 n 的 从 写 串 、 符 号 串 的 前 级 、 前 级 码 ,2 元 前 级 码 、 最 佳 前 级 码 、 用 
哈 夫 曼 算 法 求 最 佳 前 级 码 . 

波兰 符号 法 与 逆 波 兰 符号 法 

对 2 元 有 序 正则 树 的 周游 方法 及 应 用 : 

(1) 中 序 行 般 法 (可 还 原 算式 ); 

(2) 前 友 行 直 法 与 波兰 从 号 法 ; 

(3) 后 序 行 直 与 逆 波 兰 符 号 法 . 


7.2 习 赴 


证 明 : 树 都 是 二 部 图 . 

证 明 : 除 平 凡 树 外 , 树 都 不 是 欧 拉 图 . 

证 明 : 除 平凡 树 外 , 树 都 不 是 哈密 顿 网 . 

证 明 : 树 都 是 平面 图 . 

哪些 完全 二 部 图 是 树 ? 

无 向 完全 图 K, (n 宇 1) 中 有 树 吗 ? 

2,3,4,5 阶 非 同 构 的 无 四 树 各 有 多 少 棵 ” 画 出 图 形 来 . 

树 工 有 2 个 4 度 顶 点 ,3 个 3 度 顶 点 ,其 余 项 点 全 是 树叶 , 问 工 有 几 卢 树叶 ? 
无 回 树 工 有 7 片 树叶 ,3 个 3 度 顶 点 ,其 余 顶 点 的 度数 均 为 4, 求 工 的 阶 数 7， 


0 
OO Co ~ 中 上 ci 十 


7.10 无 回 树 醋 中 有 nn; 个 顶点 的 度数 为 i ,i 二 2,3,…,k, 其 余 项 点 全 为 树叶 , 问 荆 中 有 
几 片 树叶 ? 

7.11 下 面 两 组 数 中 ,哪个 ( 些 ) 可 以 为 无 回 树 的 度数 列 ? 看 是 树 的 度数 列 ,请 画 出 两 标 
非 同 构 的 无 癌 树 ， 


(1 

(2) 1,1,1,1,1,1,3,3,4. 

7.12 设 了 为 任意 的 无 问 树 , 问 了 的 点 连通 度 k 和 边 连通 度 ) 分 别 为 几 ? 
7.13 图 7.1 所 示 无 回 图 共有 几 标 非 同 构 的 生成 树 ?” 画 出 它们 来 . 

7.14 图 7.2 所 示 无 回 图 共有 几 棵 非 同 构 的 生成 树 ? 

7.15 图 7.3 所 示 无 问 图 共有 几 棵 非 同 构 的 生成 树 ? 


图 7.1 三 图 7.3 


7.16 求 图 7.4 所 示 两 个 市 权 图 中 的 最 小 生成 树 , 并 计算 它们 的 权 . 
7.17 求 图 7.5 所 示 带 权 无 问 图 的 最 小 生成 树 ,并 计算 它 的 权 . 
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7.18 锅炉 房 到 各 楼 可 铺设 暖气 管道 的 线路 及 距离 (cm) 如 图 7. 6 所 示 , 试 设计 暧 气管 
过 的 线路 使 得 管道 总 长 度 最 短 . 


7.19 根据 图 7.7 所 示 根 树 工 回答 以 下 问题 . 

(1) 下 有 几 个 内 点 ? 

(2) 工 有 几 个 分 支点 ? 

(3) 工 有 几 片 树叶 ? 

(4) 了 的 高 度 户 (了 ) 为 几 ? 

(5) 本 是 几 元 树 ? 

7.20 画 出 4 阶 所 有 非 同 构 的 根 树 ,并 指明 它们 都 是 几 元 树 . 

7.21 设 m 和 t 分别 为 2 元 正则 树 人 的 边 数 和 树叶 数 ,证 明 , m= 图 7.7 
2(1 一 1), 阶 数 n 为 奇数 . 

7.22 设 T 是 r(r 宇 2) 元 正则 树 ,i 和 zt 分 别 为 分 支点 数 和 树叶 数 ,证 明 , := 
(r——1)iT1. 

7.23 求 高 为 h 的 2 元 完全 正则 树 代 的 项 点数 n, 边 数 mx 和 树叶 数 z. 

7.24 求 蜗 为 h 的 r 元 完全 正则 树 工 的 树叶 数 上 和 分 交点 数 . 

7.25 画 一 棵 带 权 为 0.5,1,2,3.5,4,5,6.8,7.2,10 的 最 优 2 元 树 , 并 计算 它 的 权 . 

7.26 下 面 给 出 的 符号 串 集 合 中 ,哪些 是 前 级 码 ? 

B=(07105110s1111) 
{1,01,001,000} 
={1,11,101,001,0011)} 
3 


bcraasac,aba,abb,abc)} 


Bb, 
有 
b, 


B.S=Ibyeavausacabcabbyaba} Mi 
7.27 用 图 7.8 中 的 2 元 树 产 生 一 个 2 元 前 级 码 . 
7.28 设 7 个 字母 在 通信 中 出 现 的 频率 如 下 : 加 

a: 35% b: 20% 

c: 15% d: 10% 

e: 10% f: 5% 


g: 5% 
(1) 以 频率 (或 乘 100) 为 权 , 求 最 优 2 元 树 . 
(2) 利用 所 求 2 元 树 找 出 每 个 字母 的 前 缀 人 码 . 
(3) 传输 10 000 个 按 上 述 比 例 出 现 的 字母 需要 传输 多 少 个 二 进 制 数 位 ?” 比 用 长 度 为 3 
的 等 长 码 子 传输 省 了 多 少 个 二 进 制 数位 ? 
7.29 图 7.9 所 示 的 2 元 树 表达 一 个 算式 


中 
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图 7.8 图 7.9 


(1) 按 中 友 行 过 法 写 出 算式 . 
(2) 用 波兰 符号 法 表示 算式 . 
(3) 用 逆流 兰 从 号 法 表示 算式 . 


7.3 习题 解答 与 分 析 


7.1 树 是 连通 无 回路 的 无 向 图 ,这 里 所 说 回路 是 指 初 级 或 简单 回路 ,因而 树 中 硅 有 回 
路 ,一 定 是 复杂 回路 ,在 其 上 的 每 条 边 均 出 现 偶数 次 ,所 以 树 中 没有 奇数 长 度 的 回路 . 由 二 部 
图 的 判别 定理 可 知 树 都 是 二 部 图 . 

7.2 从 不 同 的 角度 有 多 种 方法 证 明 非 平凡 树 不 是 欧 拉 图 ,比如 : 

方法 1 利用 工 中 有 奇 度 顶点 . 设 了 为 一 棵 非 平 凡 的 无 癌 树 ,由 定理 7.2 可 知 ,了 至 少 
有 两 片 树叶 ,因而 荆 有 奇 度 顶 点 . 由 无 向 欧 拉 图 的 判别 定理 可 知 , 了 不 是 欧 拉 图 . 

方法 2 利用 荆 中 有 荐 边 ( 桥 ) 证 明 . 由 定理 7. 1 可知 ,T 的 每 条 边 都 是 桥 , 表 由 
题 6. 43 可 知 , 非 平 凡 树 工 不 是 欧 拉 图 . 

7.3 在 工 是 2 阶 树 , 同 构 意 义 下 ,T 为 玉 ,Ki 显然 不 是 哈密 顿 图 . 

为 了 证 明 n(n 三 3) 阶 树 不 是 哈密 顿 图 , 先 证 明 下 面 命 题 . 
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命题 ”在 无 问 树 工 中 , 非 树叶 顶点 都 是 割 点 . 
证 明 只 有 阶 数 ?之 3 的 树 中 才 有 非 树叶 项 点 . 设 “为 工 中 非 树叶 顶点 ,与 ww 和 相 


由 此 命题 可 知 , 阶 数 n 三 3 的 树 工 中 有 制 点 ,由 主教 材 中 定理 6. 10 的 推论 可 知 , 工 不 是 
哈密 顿 图 . 

7.4 设 工 为 任何 一 棵 树 , 则 工 中 既 没 有 侧 单 回路 ,也 没有 初级 回路 . 而 与 Ks 或 K;,; 同 
胚 的 图 均 有 初级 和 简单 回路 ,因而 工 中 既 没 有 与 天 : 同 豚 的 子 图 ,也 无 与 K,: 同 胚 的 子 网 ， 
由 库 拉 图 斯 基 定 理 可 知 ,T 是 平面 图 . 

是 特殊 的 平面 图 ,本 只 有 一 个 外 部 面 ,无 任何 内 部 面 . 外 部 面 R, 的 边界 是 由 所 有 边 构 
成 的 复杂 回路 组 成 (每 条 边 在 回路 中 恰好 出 现 两 次 ). 

7.5 完全 二 部 图 Ki,,(r 宇 1) 和 Ki1(s 宇 1) 为 树 .在 KK,,, 中 ,大 7r 宇 2 且 s 宇 2, 则 KK,,, 中 必 
含 圈 ,所 以 , 当 r 宇 2,s 之 2 时 ,K, ,不 是 树 . 

以 Ki,; 为 例 说 明 这 些 树 的 特点 . 设 Ki,, 的 互补 顶点 子 集 为 Vi 和 V;, 且 Vi=={v),V;== 
{osu ot) ,其 中 ,dv) 二 rd(w) 二 1,i1 二 1,2,…,r, 即 全 是 树叶 , 称 这 样 的 树 为 星 形 
图 ,vw 为 形 心 .图 7.10(a) 所 示 为 Ki,s ,图 7.10(b) 所 示 为 Ki,i. 


(a) (Db) 


图 7. 10 


7.6 无 回 完 全 图 K, (n 宇 1) 中 只 有 Ki 与 Ks 是 树 ,K 是 平凡 树 ， 
7.7 给 定 阶 数 n, 求 所 有 非 同 构 的 n 阶 无 癌 树 的 步骤 如 下 .: 
(1) 由 树 的 性 质 可 知 , 树 的 边 数 x 二 n 一 1; 


(2) 由 握手 定理 可 知 ， Yd (vi) -Zn 2 2 
i=1 


(3) 将 2n 一 2 度 分 给 n 个 顶点 , 且 每 份 均 三 1, 求 出 所 有 的 不 同 的 分 配方 案 ,由 不 同 的 方 
案 产生 的 树 当 然 非 同 构 ; 

(4) 注意 有 的 方案 也 可 能 生成 多 棵 非 同 构 的 无 回 树 . 

根据 以 上 步骤 可 得 . 

7 一 2 时 ,度数 列 为 1,1, 产 生 一 棵 树 , 如 图 7.11(a) 所 示 . 

一 3 时 ,度数 列 为 1,1,2, 产 生 一 棵 树 , 如 图 7.11(b) 所 示 . 

n 二 4 时 ,度数 列 为 1,1,1,3 和 1,1,2,2, 产 生 两 棵 非 同 构 的 树 , 如 图 7.11(c)、(d) 所 示 . 

n 二 5 时 ,度数 列 为 1,1,1,1,4 和 1,1,1,2,3, 以 及 1,1,2,2,2, 产 生 3 棵 非 同 构 的 树 , 见 
图 7.11(e)、(f)、(g) 所 示 . 

在 以 上 7 棵 树 中 ,每 种 度数 方案 都 产生 一 棵 非 同 构 的 树 . 问 : 度数 列 为 1,1,1,1,2,2,2， 
4 的 8 阶 树 共有 几 标 非 同 构 的 树 ”? 


树 及 考 应 用 


(a) (b) (0) (d) 
(e) (1) (g) 
图 7.11 


不 难看 出 ,4 度 顶 点 和 一 个 2 度 顶 点 相 邻 ,和 两 个 2 度 顶 点 相 邻 ,以 及 和 3 个 2 度 顶 点 
相 邻 所 产生 的 树 是 非 同 构 的 ,所 产生 的 3 棵 非 同 构 的 树 如 图 7.12(a)、(b)、(c) 所 示 . 


ee 


图 7.12 
7.8 工 共 有 5 片 树叶 . 
分 析 解 本 题 时 应 该 应 用 树 的 阶 数 与 边 数 mx 的 关系 , 即 二 nn 一 1, 以 及 握手 定理 . 
设 T 有 t 片 树叶 , 则 工 的 阶 数 n= 二 2 十 3 十 :==5 十 t, 于 是 边 数 二 4 十 t, 应 用 握手 定理 得 


2m 二 8 十 21 二 Dd (lv) =4X2 二 3X3TTt 
解 出 :一 9 ,于 是 工 的 度数 列 应 为 


本 


7.9 械 的 阶 数 n= 二 11. 
分 析 ”依然 应 用 握手 定理 和 树 的 性 质 mm 二 n 一 1,m 为 边 数 . 


设 4 度 顶点 的 个 数 为 x, 则 阶 数 n==7 十 3 十 += 二 10 十 Xx, 于 是 边 数 mx 二 9 十 Xx, 由 握手 定 
理 得 


2m 一 18 十 27 = yd(v) =7X1+3X3+4r=16 二 4x 
解 出 zx=1, 即 工 有 1 个 4 度 顶点 , 阶 数 2 一 10 十 1 王 11.7 的 度数 列 为 
外 1 
Ek 
7.10 人 有 2 一 2 和 十 2 片 树叶 ， 
分 析 用 握手 定理 及 树 的 性 质 解 谷 本题. 


E k 
设 工 有 : 片 树叶 , 则 工 的 阶 数 ， 一 Dn; 十 1, 于 是 边 数 轴 一 一 1 一 > 十 1 一 1 由 

i 二 2 EE 二 2 
握手 定理 得 


才 ~ 漆 


房 衣 烽 学 习题 解 科 与 学 习 指 时 (第 3 版 ) 


Ek k 
2m 一 Du 2nd+2t—2 = Pd(v) = Pinitt 
i 一 2 


i=2 
解 得 
Ek R 
Ls Dini — >》 27， 十 
1 二 2 一 此 
kk 
= 2 Dn 十 2 一 V2 十 2 
一 此 i 二 名 


7.11 (1) 中 各 数 不 能 组 成 无 向 树 的 度数 列 ; 
(2) 中 各 数 可 以 组 成 无 向 树 的 度数 列 . 
分 析 (1) 论证 1,1,2,3,3,4 不 能 成 为 树 的 度数 列 .用 
归 雇 法 证 明 . 寿 它 们 能 成 为 某 无 癌 树 的 度数 列 , 则 工 的 阶 数 
n 二 6, 边 数 m 二 n 一 1 二 5. 由 握手 定理 应 有 : 
2m =10= 2d(w) =1X2+2+3X2+4=14 
10 一 14 是 个 矛盾 . 
(2) 图 7.13(a)、(b) 中 的 树 均 以 (2) 中 的 数 为 度数 列 , 旦 
(a) (b) 这 两 棵 树 是 非 同 构 的 . 
图 7.13 7.12 当 了 为 平凡 树 时 ,< 一 4 一 0; 当 了 为 非凡 平 树 时 ， 
KK 一 人 一 ]. 
分 析 当 T 开 为 平凡 树 时 ,T 为 完全 图 天 ,而 完全 图 K, 的 点 连通 与 边 连 通 都 等 于 
1 一] ,所 以 ,一人 三 0， 
当 了 为 非 平凡 树 时 ,又 分 两 种 情况 讨论 . 
TT 是 2 阶 树 , 此 时 本 为 K;, 所 以 «二 4 二 1. 
@ 当 荆 的 阶 数 n 宇 3 时 ,TT 一 定 有 非 树 叶 顶 点 , 非 树叶 顶点 都 是 割 点 ,所 以 x 二 1, 又 了 
的 每 条 边 都 是 桥 , 所 以 A==1. 
7.13 图 7.1 所 示 无 加 图 G 共 有 3 棵 非 同 构 生 成 树 . 
分 析 图 7.1 所 示 图 为 5 阶 无 回 连通 简单 图 ,由 定理 7.3 可 知 G 一 定 有 生成 树 .5 阶 非 
同 构 的 皇 共 有 3 棵 ,它们 的 度数 列 分 别 为 


- 本 本 7 
于 是 G 最 多 有 3 棵 非 同 构 的 生成 树 . 经 过 观察 发 现 G 确实 有 3 棵 非 同 构 的 生成 树 . 
图 7.14 中 给 出 了 这 3 棵 生成 树 ,其 中 图 7. 14(a) 所 示 为 度数 列 人 四 所 对 应 ,图 7. 14(b) 所 示 为 
度数 列 加 所 对 应 ,图 7.14(c) 所 示 为 度数 列 @ 所 对 应 . 


Ee 


(a) (b) (©) 
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7.14 图 7.2 所 示 的 无 向 图 共有 2 棵 非 同 构 的 生成 树 . 

分 析 图 7.2 所 示 无 器 图 G 也 是 连通 图 ,因而 它 一 定 有 生成 树 . 与 题 7. 13 类 似 讨 
论 可 知 , 它 也 最 多 有 3 棵 非 同 构 生 成 树 , 但 因为 最 大 度 A(G) 二 3, 因 而 它 不 可 有 对 应 度数 列 
为 1,1,1,1,4 的 生成 树 , 但 它 有 度数 列 为 1,1,1,2,3 和 1,1,2,2,2 的 生成 树 , 见 
图 7.15(a)、(b) 所 示 的 5 阶 树 . 

7.15 图 7.3 所 示 图 G 只 有 一 棵 非 同 构 的 生成 树 . 

分 析 同 题 7. 13 和 题 7. 14 类 似 分 析 , 该 图 G 连通 ,所 以 一 定 有 生成 树 , 但 因为 
A(G) 一 2, 所 以 ,G 不 可 能 有 对 应 度数 列 1,1,1,1,4 和 1,1,1,2,3 的 生成 树 , 它 只 有 度数 列 
为 1,1,2,2,2 的 生成 树 , 见 图 7. 16 所 示 . 


Vi |、 


图 7.15 图 7.16 


再 讨论 一 下 如 下 的 问题 : 将 图 7.3 所 示 5 阶 无 回 图 顶点 标定 , 见 图 7.17(a) 所 示 的 图 ， 
问 : G 有 多 少 棵 不 同 的 生成 树 ?” 这 里 所 谓 不 同 生成 树 , 是 指 两 棵 生成 树 T 与 中 只 要 有 
不 同 边 就 认为 是 不 同 的 ,也 就 是 说 不 是 同 构 意 义 上 的 . 易 知 图 7. 17(a) 所 示 的 图 有 5 棵 不 同 
的 生成 树 ( 当 然 它 们 彼此 间 都 同 构 ) , 见 图 7.17(b) 一 (所 示 . 


a pb a p a p 
e | e d e 
(a) (b) 


d 
(5) 
好 b a pb p 
Ci Cc 和 
E d E d d 
(d) (e) (f) 
图 7.17 


7.16 用 避 圈 法 容易 求 出 图 7.4 所 示 两 个 图 的 最 小 生成 树 ,它们 分 别 为 图 7. 18(a)、 
(b) 所 示 ,它们 的 权 分别 为 10 和 28. 


7.17 图 7.5 所 示 图 的 最 小 生成 树 如 图 7. 19 所 示 ,其 权 为 118. 


7.18 按照 图 7.6 的 最 小 生成 树 铺 设 管道 ,其 总 长 度 最 短 . 记 锅 炉 房 为 项 点 0, 用 人 避 圈 
法 ,依次 取 边 : 
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90 十 100 十 100 十 110 十 150 十 150 十 200 十 200 十 230 十 250 一 1580(Cm) 
7. 19 将 图 7.7 所 示 根 树 标定 顶点 ,所 得 树 如 图 7. 20 所 示 . 


(a) 


图 7.18 


(1) 工 有 4 个 内 点 ,它们 分 别 是 ce、 三 六. 

(2) 荆 有 5 个 分 支点 : acse、 丰 ,其 中 人 为 树 根 . 

(3) 荆 有 5 片 树叶 .bd 、g\i、j. 

(4) 械 的 高 度 h(T)==5, 在 树叶 ij 处 达到 . 

(5) 工 是 3 元 树 . 

7.20 4 阶 非 同 构 的 根 树 共有 4 棵 . 

分 析 将 有 向 图 DD 的 所 有 边 的 箭头 全 去 掉 , 即 将 有 向 边 全 变 成 无 向 边 ,所 得 无 向 图 G 
称 为 D 的 基 图 . 设 两 棵 同 阶 根 树 为 万、 三 ,它们 的 基 图 为 G1 与 G2. 硅 人 Gi 闫 G;;, 则 荆 闫 T; ,但 
当 G 空 Gs 时 , 与 也 不 一 定 同 构 . 对 于 本 题 来 说 ,n 二 4, 应 先 求 4 阶 非 同 构 的 无 癌 树 ,由 
题 7.7 可 知 ,4 阶 非 同 构 的 树 只 有 两 棵 , 见 图 7.21(a)、(b) 所 示 . 由 图 7. 21(a) 中 树 派生 两 棵 
非 同 构 的 根 树 , 其 中 一 棵 是 高 为 1 的 3 元 树 , 见 图 7.21(c) 所 示 ; 男 一 棵 是 高 为 2 的 2 元 树 ， 
见 图 7.21(d) 所 示 . 由 图 7.21(b) 派 生 两 个 非 同 构 的 根 树 , 其 中 一 棵 是 高 为 3 的 1 元 树 , 见 
图 7.21(e) 所 示 , 男 一 棵 是 高 为 2 的 2 元 树 , 见 图 7.21(f) 所 示 . 


(b) (c¢) (d) (e) 


图 7.21 


(a) 


7.21 m 和 z 分别 为 2 元 正则 树 工 的 边 数 和 树叶 数 ,再 令 n 和 i 分别 为 的 阶 数 和 分 


支点 数 
方法 1 用 定义 直接 证 明 . 由 定义 可 得 
( n=i+tt; 


m 二 2i (2 元 正则 树 定 义 ); 


树 及 其 应 用 


1 一 7 十 1 ( 树 的 性 质 ). 
由 山 入 可 得 i 十 1 二 区 十 1 这 i 二 m 十 1 一 ,代入 所 可 得 
== 1 

方法 2 对 分 文 点 数 : 做 归纳 法 . 

J 当 ;i=1 时 ,此 时 2 元 正则 树 由 树 根 ( 分 支点) 和 两 片 树叶 组 成 ,具有 2 条 边 , 所 以 
1 一 2 一 2(2 一 1]) 王 2( 一 1), 即 ;一 1 时 结论 为 真 . 

设 i 二 k(k 宇 1) 时 结论 为 真 ,证 明 ;一 & 十 1 时 结论 也 为 真 . 分 支点 数 为 k 十 1 的 2 元 正 
则 树 工 一 定 存 在 分 文 点 & ,具有 两 个 儿子 都 是 树叶 , 设 树叶 分 别 为 vw 、v; ,并 设 工 的 边 数 和 
树叶 数 分 别 为 m 和 z. 令 工 二 T 一 {wi ,vs}) ,所 得 树 全 具有 个 分 支点 , 边 数 1m 二 =m 一 2, 树 叶 
数 上 一 :一 2 十 1 一 :一 1( 注 意 , 在 工 中 成 了 树叶 ). 由 归纳 假设 可 知 

m’ = 2(t 一 1) 
m2 = 1 1) 
人 
OU | 

在 以 上 两 种 方法 的 证 明 中 ,还 是 方法 1 较为 方便 . 

由 于 n= 二 mx 十 1 二 2(4 一 1) 十 1, 故 nn 必 为 奇数 . 

7.22 与 题 7.21 类 似 ,也 可 以 用 定义 或 归纳 法 证 明 . 

方法 1 用 定义 直接 证 明 . 

QT 械 的 边 数 w= 二 ir(r 元 正则 树 的 定义 ); 

的 阶 数 nn 二 i 十 t; 

7 一 1 一 1 一 1 十 ! 一 1. 

由 中 和 包 ,得 ir==i 十 1 一 1 入 1 二 (7 一 1)i 十 1. 
方法 2 对 分 文 斥 数 i 做 归纳 法 . 
i 二 1 时 ,TT 由 树 根 和 7 片 树 叶 构 造 , 即 
er LL Ll 

设 i 二 =k 时 ,结论 为 其 ,证 明 i 一 k 十 1 时 ,结论 也 为 真 . 

设 r 元 正则 树 荆 有 (十 了 DD) 个 分 六 点 , 边 数 为 m, 树 叶 数 为 z. 

在 全 中 必 和 存在 项 点 4, 它 的 儿子 们 全 是 树叶 ,不 妨 设 的 儿子 为 vi ,vi，…,v,. 考虑 

T= To {v ,vv,) 
则 T' 有 个 分 支点 ,树叶 数 六 =1 一 r 十 1( 在 本 中 也 为 树叶 了 ). 由 归纳 假设 可 知 
1 一 (一 1)R 十 1 


韦 ~ 漆 


将 二 二 t 一 r 十 1 代入 上 式 得 
| 
ER 
一 《r 一 1 十 1 十 1 

7.23 ”高 为 h(4 宇 0) 的 2 元 完全 正则 树 工 中 , 阶 数 n= 二 2 一 1 ,m= 二 2(2*: 一 1), 树 叶 数 
1 一 2 ,分 文 点 数 ;一 2 一 1. 

分 析 用 公 比 为 gq(g 关 1) 的 等 比 级 数 前 s 十 1 项 之 和 的 计算 公式 1 十 4 十 和 十 …… 十 全 二 
(1 一 g”)/(1 一 g) 来 先 计算 出 高 为 h 的 2 元 完全 正则 树 工 的 阶 数 n. 
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易 知 ,在 本 中 第 0 层 、 第 1 层 、…:、 第 有 层 上 的 顶点 数 分 别 为 1,2,2?,…,2*!,2*, 于 是 
一 
= (1—271)/(1—2) 一 2 一 1] 
因而 
1 一 1 1) 

又 ,第 hh 层 上 的 顶点 全 是 树叶 ,其 他 层 上 无 树叶 ,所 以 ,t 二 2 ,分 支点 数 1 二 n 一 t 二 2 一 1. 

7.24 树叶 数 一斑 ,分 文 点 数 一 ( 王 一 1)7Gr 一 1)， 

分 析 与 题 7. 23 类 似 讨论 . 

在 高 为 hh 的 r(r 宇 2) 元 完全 正则 树 全 中 ,在 0 层 、1 层 、…、h 层 上 的 顶点 数 分 别 为 1,r， 
r* se ,re ,于 是 

阶 数 n 二 1 十 r 十 站 十 十 二 (1 一 rT1)/(1 一 7) 
= (rm!—1)/(r—1) 
树叶 数 t= 二 r* ,于 是 
分 支点 数 i 二 nn 一 := (rm 一 1)/Gr 一 1) 一 r* 
= (rt*—1)/(r—1) 

7.25 画 出 的 最 优 树 如 图 7. 22 所 示 , 其 权 W(T)==114. 8. 

7.26 Bi、B;、Bs 是 前 级 人 码 . 而 B: 和 Bs 不 是 前 级 码 . 

分 析 在 B; 中 ,1 是 11 和 101 的 前 缀 ,001 是 0011 的 前 级 ,所 以 B; 不 是 前 缀 码 . 

在 Bs 中 ,a 是 aa 和 ac 的 表 组 ,所 以 B; 也 不 是 前 级 码 ， 

7.27 在 每 个 分 支点 引出 的 2 条 边 上 ,左边 的 标 0, 右 边 的 标 1. 当 只 有 一 条 边 时 标 0. 
这 样 在 每 片 树叶 得 到 的 0-1 串 组 成 一 个 前 缀 码 ,如 图 7. 23 所 示 . 得 到 的 前 绥 码 是 


1010,100,101,111,0000,1100,00010,00011,00100,00101? 


0000 000 000 001 00101 1100 
10 11 00 
图 7.22 图 7.23 


分 析 ”大 2 元 树 不 是 正则 的 , 当 从 分 文 点 只 引出 一 条 边 时 ,可 以 标 0, 也 可 以 标 1. 例 
如 ,将 图 7.23 中 所 有 这 样 的 边 都 标 1, 得 到 前 缓 码 
{011,100,101,111,0000,1101,00010,00011,00110,00111) 
当然 也 可 以 有 的 标 0, 男 一 些 标 1, 得 到 不 同 的 前 级 人 码 . 
7.28 (1) 最 优 2 元 树 如 图 7. 24 所 示 . 
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3 


门口 


(2) a—11, 0 一 01， ce 一 101， d 一 100， e001, 7 一 0001，_g 一 0000. 
(3) W(T) 二 255 ,这 说 明 传 输 100 个 按 给 定 的 比例 出 现 的 7 个 字母 a~g 需要 255 个 二 


进 制 数位 ,传输 10 000 个 需要 25 500 个 二 进 制 数 位 . 而 用 等 长 的 二 进 制 数位 传输 ,如 用 000 


传 a,001 传 5,…,110 传 g, 传 10 000 个 需要 30 000 个 二 进 制 数位 . 这 样 一 来 用 前 组 人 码 传 
输 , 比 用 等 长 码 传输 节省 了 4500 个 二 进 制 数位 


7.29 (1) 按 中 序 行 遍 法 还 原 算 式 . 


((((at+ (bxc)) xd)—e) (fie)) + (hxi)*)) 
根据 先 乘 除 后 加 减 的 运算 法 则 ,上 式 可 省 去 一 些 括 扎 ,要 为 


(((a+bxc)xd—e) (f+))+hxix; 
(2) 用 波兰 符号 法 表示 算式 (前 序 行 遇 法 访问 ): 


十 一 一 关 十 CQxecde 十 jgx 关 有 7/ 
(3) 用 道 波兰 等 号 法 表示 算式 (后 序 行 过 法 访问 ): 


apc 关 十 dxe 一 jg 十 二 jz 关 7 关 十 
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8.1 内 容 提 要 


1. 基本 计数 规则 

加 法 法 则 事件 A 有 mm 种 产生 方式 ,事件 B 有 n 种 产生 方式 , 当 A 与 B 产生 的 方式 不 
重 准 时,“ 事件 A 或 B” 有 m 十 n 种 产生 方式 . 

加 法 法 则 使 用 的 条 件 是 事件 A 与 B 产生 的 方式 不 能 重叠 . 

加 法 法 则 的 推广 ” 设 Ai,A;,…,A, 是 n 个 事件 ,它们 的 产生 方式 分 别 有 pi, ps，…， 
pP, 种 , 当 其 中 任何 两 个 事件 产生 的 方式 都 不 重 羡 时 ,事件 “Al 或 As 或 … 或 A,” 有 思 十 pz 十 … 
十 p, 种 产生 的 方式 . 

乘法 法 则 事件 A 有 m 种 产生 方式 ,事件 B 有 nn 种 产生 方式 , 当 A 与 B 产生 的 方式 彼 
此 独立 时 ,“ 事 件 A 与 B”" 有 mn 种 产生 方式 . 

乘法 法 则 使 用 的 条 件 是 事件 A 与 B 产生 的 方式 彼此 独立 . 

乘法 法 则 的 推广 设 Ali,A,,…,A, 是 n 个 事件 ,它们 的 产生 方式 分 别 有 六, ps，*…， 
Ps 种 , 当 其 中 任何 两 个 事件 产生 的 方式 都 彼此 独立 时 ,事件 Al 与 A 与 … 与 A,” 有 pip2*… 
Ps 种 产生 方式 . 

2. 集合 的 排列 与 组 合 

集合 的 排列 ”从 nn 元 集 S 中 有 序 、 不 重复 选取 的 7 个 元 率 称 为 S 的 一 个 7- 排 列 , 当 
r 二 n 时 , 称 排列 为 S 的 全 排列 .S 的 所 有 7- 排列 的 个 数 记 作 P(x,7). 

集合 的 组 合 ”从 元 集 S 中 无 序 、 不 重复 选取 的 7 个 元 率 称 为 S 的 一 个 r- 组 合 ,S 的 所 
有 r- 组 合 的 个 数 记 作 C(n,7) ,也 称 为 二 项 式 系数 . 

排列 数 与 组 合 数 的 公式 : 

定理 8.1 设 n7 为 目 然 数 , 则 

7111 
Pl(n,r) = | (n = | 
0 nr 


1 之 了 


ja | or 

S 的 - 环 排列 数 一 -一 

定理 8.2 设 n,7r 为 日 然 数 , 则 

Per 1 | 

rl rl Or)l A 


0 Nr 


[二 


组 合计 数 礁 耐 


3. 多 重 集 的 排列 与 组 合 
设 多 重 集 S 二 人 ny。 al ,7 ad ygN dy} 0<1 委 十 co.71 一 7 十 7 十 十 7 
从 S 中 有 厅 选 取 的 7 个 元 素 称 为 多 重 集 S 的 r- 排 列 , 当 r=n 时 称 S 的 r- 排 列 为 S 的 


全 排列 全 排列 数 记 作 | 


Ne "Ne 


| .本 为 多 项 式 素数 从 S 中 无 序 选 取 的 ”~ 个 元 素 称 为 多 


重 集 S 的 xr- 组 合 . 
定理 8.3 多 重 集 9$ 王 (7 ，al 7 。ay 9N* dy) ,0 过 nn 忆 十 co, nn 二 0 十 1p 十 十 1， 


S 的 全 排列 数 
nn 加 nl 
| 1117722 ”72 ni lnz 172 | 


在 7 和 mi 一 1,2, ,时 ,S 的 六 排列 数 是 有 7- 

定理 8.4 和 多重 集 9$ 王 (7 ，al yi 。ay 1， 0 一 1 过 十 co. 1 二 0 十 oy 十 十 1， 
当 rni,i 一 1,2,…,k 时 ,多 重 集 S 的 rr 组合 数 N 二 C(k 十 r 一 1,7). 

方程 zi 十 x 十 … 十 x 二 7 的 非 负 整 数 解 的 个 数 是 CC(k 十 7 一 1,7). 

方程 十 zz 十 … 十 x 二 7 的 正 整数 解 的 个 数 是 CCr 一 1 一 1). 

4. 二 项 式 定理 

定理 8.5( 二 项 式 定 理 ) 设 nn 是正 整数 ,对 一 切 x 和 yy, 则 


i 
(x 十 y)” = > je 


k=0 


推论 设 n 是 正 整数 , 则 


5, 主要 的 组 合 恒等式 


nn n 
(1) | -| nskEN,n=k 
kk) Na 一 


La | 1 nskEL ,nk 
k) kl\k—l 
n Fs | n—1 : 
(3) [=| 上 [人 1 ,REGZT+ ,n>k (Pascal 公式 ) 
i 
(4) > neN 
k=0 \k 
a nn 
(5) | j-' n€Er 
< [7 
(06) 2 网 1122 nEr 
正二 必 2 


二 n 
LF Dk | n(n 1)2"* nc 
k=0 k 


韦 co 小 


离 族 数学 习题 解答 与 学 习 北 时 (和 急 3 版 ) 


9 站- | nkEN 


Rl 


"0 


(10) > "| ” "| Nm EN, rmin(m,n) 
10 \k J\r—k 


rr 


a 了 明 ， 十 网 人 
C11) ” 网罗 ” "| ee 
so\k 八 R m 


组 合 恒等式 的 证 明 方 法 : 
(1) 已 知 恒等式 代入 并 化 向. 
(2) 使 用 二 项 式 定 理 比 较 相 同 项 的 系数 . 
(3) 利用 二 项 式 定理 以 及 壤 级 数 的 求 导 或 者 积分 . 
(4) 数学 归纳 法 . 
(5) 组 合 分 析 方 法 . 
组 合 数 序列 的 求 和 方法 : 
(1) 利用 Pascal 公式 不 断 归 并 相关 的 项 . 
(2) 级 数 求 和 . 
(3) 观察 和 的 计算 结果 ,然后 使 用 归纳 法 证 明 . 
(4) 利用 已 知 的 恒等式 . 
6. 非 降 路 径 问 题 
mn mn 
(1) 从 (0,0) 点 到 (mm， 点 的 非 噬 路 色 数 [ 岂 


mi n 


(2) 给 定 非 负 整数 a.b、.m.n, 其 中 a 过 m,b 志 nn, 从 (a 如) 点 到 m,n) 点 的 非 降 路 径 


m—atn—b 
| ] 
ma 


(3) 设 a.b.c.d .mn 是 非 负 整数 ,其 中 a 二 c 夺 mb 三 d 二 n. 从 (a,6) 点 经 过 (c,dqd) 点 到 
(m,n) 点 的 非 降 路 径 数 ,等 于 从 (Ga, 中 点 到 (c,d) 点 的 非 降 路 径 数 与 从 (cd) 点 到 (m,n) 点 的 
非 降 路 径 数 之 积 . 


Z 闪 一作 
(4) 从 (0,0) 点 到 (2 点 除 问 点 外 中 间 不 接触 对 角 线 y= 二 xz 的 非 降 路 径 数 一 2 : ) 


V 
V 
个 
pp 


= 
(5) 从 (0,0) 点 到 (n,n) 点 不 穿 过 对 角 线 y 一 x 且 在 对 角 线 下 方 的 非 降 路 径 数 


] {2n 
n 十 1 7 
7， 多 项 式 定理 
定理 8, 0 设 n 为 正 整 数 及 全 对 本 i, 那么 有 


: nn 
(Xi 十 Xs 十 "十 XX,)” 二 > | j To eT 
满足 z] 十 … 十 mu 一刀 NN "NH 
的 非 负 整数 角 


Wf 


| | - 一 7" 称 为 多 项 式 系数 


721722 "71; 


组 合计 数 礁 耐 


推论 1 在 多 项 式 定理 的 展开 式 中 ,右边 不 同 的 项 数 为 不 定 方程 nj 十 ny 十 … 十 nn 二 nn 的 
nt—1 
丰 负 整数 解 的 个 数 [ ) 


nn 
推论 2 ?| " 上 ,其 中 求 和 是 对 方程 十 十 … 十 一 n 的 所 有 的 非 负 整 


多 项 式 系 数 的 恒等式 : 


(/ nn z | | | 下 一 ] 7 一 1 
一 十 十 和 一 
721722 "72 1 一 1 7 7 一 7 71722…72 一 ] 
8.2 习 部 


8.1 从 去 掉 大 小 王 的 52 张 扑克 牌 中 取出 5 张 牌 , 若 其 中 有 4 张 点 数 一 样 , 则 有 多 少 种 
取 法 ? 若 第 一 张 牌 是 红 桃 ,第 二 张 牌 不 是 玉 , 则 有 多 少 种 取 法 ? 


8.2 从 集合 (1,2,…,1000} 中 选 3 个 数 使 得 其 和 是 4 的 倍数 , 问 有 多 少 种 方法 ? 

8.3 从 3S=41,2,…,20} 中 选 出 4 个 数 使 得 其 和 是 3 的 倍数 , 问 有 多 少 种 选 法 ? 

8.4 有 多 少 个 十 进 制 3 位 数 的 数字 恰 有 一 个 8 和 一 个 9? 

8.5 由 1,2,3,4 这 4 种 数字 能 构成 多 少 个 大 于 230 的 3 位 数 ? 

8.6 从 集合 (1,2,…','9} 中 选取 不 同 数字 构成 7 位 数 , 如 果 5 和 6 不 相 邻 , 则 有 多 少 种 
方 卫 有 


8.7 在 1 到 1000 之 间 ( 包 括 1 和 1000 在 内 ) 有 多 少 个 整数 的 各 位 数字 之 和 小 于 7? 

8.8 用 数字 0,1,2,3,4,5 能 组 成 多 少 个 没有 重复 数字 且 比 34 521 大 的 5 位 数 ? 

8.9 有 多 少 个 大 于 5400, 不 含 2 和 7, 且 各 位 数字 不 重复 的 整数 ? 

8.10 ” 设 有 k 种 明信片 ,每 种 张 数 不 限 . 现在 要 分 别 寄 给 个 朋友 ,k 宇 n, 奢 给 每 个 朋友 
守 1 张 明 信 片 , 有 多 少 种 寄 法 ?” 者 给 每 个 朋友 寄 1 张 明 信 片 , 但 每 个 人 得 到 的 明信片 都 不 相 
同 , 则 有 多 少 种 寄 法 ? 大 给 每 个 朋友 寄 2 张 不 同 的 明信片 (不 同 的 人 可 以 得 到 相同 的 明 信 
片 ), 则 有 多 少 种 寄 法 ? 

8.11 设 有 类 明信片 , 且 第 i 类 明信片 的 张 数 是 Ai;,i 二 1,2,…,k. 把 它们 全 部 送 给 
1 个 朋友 , 问 有 多 少 种 方法 ? 

8.12 由 满足 不 等 式 x 十 x 十 xs 三 5 的 非 负 整数 解 x ,zsyzs 构 成 的 有 序 三 元 组 
《X1，X2 ;XT3) 的 个 数 是 多 少 ? 

8.13 把 10 个 不 同 的 球 放 到 6 个 不 同 的 盒子 里 ,允许 空 盒 , 且 前 2 个 盒子 中 球 的 总 数 
至 多 是 4, 则 有 多 少 种 放 法 ? 

8.14 书架 上 有 24 卷 百 科 全 书 , 从 其 中 选 5 卷 使 得 任何 2 卷 都 不 相继 , 问 这 样 的 选 法 
有 多 少 种 ? 

8.15 ”由 集合 {5，a,1，5,1，c,1*，d,1，e} 中 的 全 体 元 素 构 成 字母 序列 , 求 . 

(1) 没有 a 相 邻 的 序列 个 数 . 

(2) b,c,d,e 中 的 任何 两 个 字母 都 不 相 邻 的 序列 个 数 ， 

8.16 满足 不 等 式 x 十 zx; 十 x3 三 7 的 非 负 整数 解 的 个 数 是 多 少 ? 
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8.17 设 S={1,2,…,n 十 1), 从 S 中 选择 3 个 数 构 成 有 序 3 元 组 (x,y,z) 使 得 
z~>7X HY. 

(1) 证 明 : 大 >=A 十 1, 则 这 样 的 有 序 3 元 组 恰 为 亡 个 . 

(2) 将 所 有 的 有 序 3 元 组 按照 zx 一 y,z<y,z>y 分 成 4A,B,C 三 组 ,证 明 


nl . 1 十 1 
1A|= | 媳 | 寺 | GG [三 
2 3 


(3) 由 (1) 和 (2) 证 明 恒 等 式 : 
, | | 1 | 四 上 
] 十 和 十 … 十 好 一 二 
3 

8.18 有 nn 个 整数 a ,ay , ,a ;满足 a 过 a 过 … 过 a,. 从 中 选 出 两 组 数 ,每 组 至 少 舍 
1 个 数 , 如 要 求 第 一 组 的 最 小 数 大 于 第 二 组 的 最 大 数 , 问 有 多 少 种 方案 ? 

8.19 根据 IPv4 网 络 协议 ,每 个 计算 机 的 地 址 是 32 位 二 进 制 数字 构成 的 串 . 其 中 A 类 
地 址 第 一 位 是 0 ,接着 7 位 是 网 络 标 识 , 再 接着 24 位 是 主机 标识 . B 类 地 址 前 两 位 是 10 , 接 
着 14 位 网 络 标识 ,再 接 着 16 位 主机 标识 . C 类 地 址 前 三 位 是 110, 接 者 21 位 网 络 标 识 , 表 
接着 8 位 主机 标识 . 此 外 ,A 类 地 址 中 全 1 不 能 做 网 络 标识 ,在 三 类 地 址 中 全 0 和 全 1 都 不 
能 作为 主机 标识 . 问 按 照 IPv4 协议 ,在 Internet 中 有 多 少 个 有 效 的 计算 机 地 址 ? 

8.20 假设 计算 机 系统 的 每 个 用 户 有 一 个 4 一 6 个 字符 的 登录 密码 ,每 个 字符 是 大 写字 
母 或 者 十 进 制 数 字 , 且 每 个 密码 必须 至 少 包 含 一 个 数字 . 问 有 多 少 个 可 能 的 登录 密码 ? 

8.21 从 S=(co.0,co.1l,co，2} 中 取 7 个 数 做 排列 , 若 不 允许 相 邻 位 置 的 数 相同 ， 
问 有 多 少 种 排 法 ? 

8.22 给 出 多 重 集 12 .au,1.2p,3。.c} 的 所 有 的 3- 排 列 与 3- 组 合 ， 

8.23 有 3 只 蓝 球 ,2 只 红 球 ,2 只 黄 球 排 成 一 列 ,在 黄 球 不 相 邻 , 则 有 多 少 种 方法 ? 

8.24 由 避 个 A 和 nn 个 B 构成 序列 ,其 中 避 ,n 为 正 整 数 日 m 三 n， 如 果 要 求 每 个 A 后 
面 至 少 紧 跟着 1 个 B, 问 有 多 少 个 不 同 的 序列 ? 

8.25 A 二 {1,2,…,n),SCA, 其 中 为 给 定 正 整数 ,如 果 S 的 每 个 元 素 都 不 小 于 S 的 
Pe 束 称 S 是 饱满 的 (这 里 认为 空 集 是 饱满 的 ). 令 N(n) 表 示 A 的 饱满 子 集 的 

(1) 导出 关于 N(z) 的 公式 ， 

(2) 计算 N(C8). 

8.26 证明， 


eb > = 3". 
(2) Dv ok 
k 
、 1 到 2n+l 1] 
> 1 1 十 1 


8.27 求 和 : 


(1) > | 


k=0 AN k 


| 


缁 全 计数 厌 而 


Wd nm | J "J 
La : 十 a 

1 1 一 1 1 1] 一 7 
8. 28 ”证明 组 合 恒等式 : 


1 一] 
和 用 Dap b j= De 0 


NR 


全 
8.29 证明: 5 J Cn 


8.30” 求 和 . DCC2n,2k). 


k=0 


8.31 设 3n 十 1 个 球 中 恰好 有 个 相同 ,证 明 从 这 3n 十 1 个 球 中 选 个 球 的 方案 数 


五- D92n | 


8.3 习题 解答 与 分 析 


8.1 先 选 4 张 点 数 一 样 的 牌 ,' 有 13 种 选 法 . 然后 再 选 另 一 张 牌 ,有 48 种 选 法 ,因此 
5 张 牌 中 有 4 张 点 数 一 样 的 选 法 数 是 13 X48 王 624. 

右 第 一 张 牌 是 红 桃 天 , 则 第 二 张 牌 只 能 从 除去 所 有 天 剩 下 的 48 张 牌 选取 ,有 48 种 选 
法 . 在 第 一 张 牌 不 是 红 桃 天 ,那么 第 一 张 牌 有 12 种 选择 ,第 二 张 牌 有 47 种 可 能 的 选 法 . 综合 
上 述 ,总 选 法 数 是 48 十 12X47 王 612. 

8.2 将 1 一 1000 中 的 数 按照 除 以 4 的 余数 分 别 为 0、1、2、3, 划 分 成 集合 A、.B、C、D. 将 
选 法 分 成 下 面 几 类 ; 3 个 数 都 取 自 A, 有 CC250,3) 种 方法 ;2 个 数 取 自 B,1 个 数 取 自 C( 或 
2 个 数 取 自 品 ,1 个 数 取 自 C, 或 2 个 数 取 自 C,1 个 数 取 自 A) 有 CC250,2)C(250,1) 种 方法 ; 
A、B.D 中 各 取 1 个 数 , 有 C(250,1); 种 方法 .根据 加 法 法 则 ,所 求 方法 数 是 

N=C(250,3) 十 3C(250,2)C(250,1) 十 C(250,1)3 一 41 541 750 

8.3 将 1~20 中 的 数 按 除 以 3 的 余数 为 0、1、2 划分 成 集合 A、B、C. 其 中 |A|=6， 
1B|==1C|=7. 将 选 法 分 成 下 面 几 类 . 

4 个 数 都 取 自 A, 有 CC(6,4)= 二 15 种 方法 ; 

A 中 取 2 个 数 ,B 中 取 1 个 数 ,C 中 取 1 个 数 , 有 CG6,2)C(7,1)C(7,1)= 二 735 种 方法 ; 

A 中 取 1 个 数 ,B 中 取 3 个 数 , 有 C(6,1)C(7,3) 二 210 种 方法 ; 

A 中 取 1 个 数 ,C 中 取 3 个 数 , 有 CCG6,1)C(7,3)= 二 210 种 方法 ; 

B 中 取 2 个 数 ,C 中 取 2 个 数 , 有 C(07,2)C(07,2) 王 441 种 方法 . 
根据 加 法 法 则 ,所 求 方法 数 是 15 十 735 十 210 十 210 十 441 王 1611. 

8.4 先 从 0,1,…,7 中 选择 一 个 数字 ,有 C(8,1) 种 方法 . 将 这 个 数字 与 8 和 9 组 成 3 位 
数 , 有 31! 种 排列 . 其 中 ,089 和 098 不 符合 题目 要 求 . 因此 ,所 求 的 3 位 数 是 3!X 
Ca 1 2 = 

8.5 奋 第 1 位 是 3 或 4, 则 第 2 位 和 第 3 位 每 位 有 4 种 选择 ,共计 2X4==32 种 方式 . 
右 第 1 位 是 2 ,那么 第 2 位 可 以 是 3 或 4 有 2 种 选择 ,第 3 位 可 以 有 4 种 选择 ,总 共 8 种 方 


韦 co 漆 
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法 . 于 是 ,大 于 230 的 3 位 数 有 32 十 8 二 40 个 . 

8.6 从 411,2,…,9} 选 出 7 个 数字 进行 排列 有 P(9,7) 种 方法 .考虑 其 中 5 和 6 相 邻 的 
方式 数 . 将 5 与 6 看 成 1 个 大 数字 ,构成 这 个 大 数字 的 方式 数 就 是 5 与 6 的 排列 数 , 有 2 种 ; 
剩 下 的 5 个 数字 从 {1,2,3,4,7,8,9) 中 选择 ,有 C(7,5) 种 选 法 ,将 这 些 数字 与 5 和 6 的 大 数 
字 进 行 全 排列 ,就 构成 了 5 与 6 相 邻 的 方式 .因此 5 与 6 相 邻 的 方式 有 2X6!1XC(7,5) 种 ， 
于 是 所 要 求 的 数 恰 好 有 P(9,7) 一 2X61XC(7,5) 一 151 200 个 . 

8.7 设 百 位 ,十 位 ,个 位 数字 分 别 为 x、y、z, 那 么 xz 十 y 十 z= 二 r,r 二 1,2,…,6. 该 方程 的 
非 负 整数 解 个 数 是 C(r 十 3 一 1,r)= 二 CCr 十 2,2). 除 此 之 外 ,1000 本 身 也 满足 要 求 . 于 是 所 求 
的 数 的 个 数 是 


hh 
mr 国 ， 3) 4%) I 23) |2) ‘19 

8.8 ”如 有 果 第 1 位 是 4, 那 么 后 面 的 4 个 数字 构成 10,1,2,3,5} 的 4- 排 列 , 有 P(5,4) 种 
方式 ,类似 地 ,大 第 1 位 是 5, 也 有 相同 的 结果 . 如 果 第 1 位 是 3, 为 了 使 得 这 个 数 大 于 
34 521 ,那么 第 2 位 只 能 取 5, 剩 下 的 后 3 位 构成 10,1,2,4)} 的 3- 排列 ,有 P(4,3) 种 方式 . 于 
是 所 求 的 数 有 2P(5,4) 十 P(4,3) 王 264 个 . 

8.9 如 果 这 个 数 是 ;十 1 位 数 ,i 二 4、5、6、7, 那 么 它 的 最 高 位 可 能 为 1.3、4、5、6、8、9, 有 
7 种 可 能 . 设 最 高 位 为 j ,其 余 的 位 构成 集合 {0,1,…,9) 一 {2,7,7} 的 i 排列 .根据 乘法 法 则 
与 加 法 法 则 ,这 些 数 的 个 数 是 


i 
D7P(7,i) = 94 080 
i 一 4 


如 果 这 个 数 是 4 位 数 ,那么 当 最 高 位 为 6.8.9 时 ,其 他 各 位 为 剩 下 的 7 个 数 的 3- 排 列 , 有 
3P(7,3) 种 构成 方法 . 如 果 最 高 位 为 5, 次 高 位 只 能 是 4、.6、8、9, 其 余部 分 是 6 个 数字 的 
2- 排 列 , 因 此 有 4P(6,2) 种 构成 方法 . 根据 加 法 法 则 ,这 样 的 4 位 数 有 3P(7,3) 十 
4P(6,2) 王 750 个 .从 而 得 到 所 求 的 数 的 个 数 是 
N = 94 080 十 750 二 94 830 

8.10 因为 每 人 得 到 1 张 明信片 有 k 种 不 同 的 可 能 ,因此 nn 个 人 有 k" 种 可 能 . 如 果 每 个 
人 都 得 到 1 张 不 同 的 明信片 ,相当 于 从 & 张 明信片 中 选 出 张 进行 排列 ,有 P(k,n) 种 方法 . 
右 使 得 每 个 人 都 得 到 2 张 不 同 的 明信片 ,那么 先 从 & 张 明 信 片 中 选 出 2 张 , 有 
Cl(k,2) 种 选 法 ,每 个 人 得 到 的 2 张 明 信 片 可 能 属于 任何 一 种 选 法 . 于 是 所 求 的 方法 数 是 
(Clk,2))". 
A,;+n—1 


8. 11 第 ;和 明信片 


J 的 方法 ,因此 总 方法 数 为 


8. 12 考虑 方程 x 十 x 十 Xx; 二 rr 二 0,1 ,4 的 非 负 整数 解 的 个 数 , 即 C(6,2) 十 … 十 
[JS 

8.13 ”从 10 个 球 中 先 选 出 放 入 前 两 个 盒子 的 & 个 球 ,k 二 0,1,2,3,4. 然后 将 这 些 球 放 
入 前 两 个 盒子 . 由 于 每 个 球 有 2 种 放 法 ,根据 乘法 法 则 ,总 放 法 是 C(10,&)2* 种 . 剩 下 的 10 一 


组 合计 数 泰 大 


k 个 球 需要 放 人 后 4 个 盒子 ,每 个 球 有 4 种 选择 , 共 4" “种 放 法 . 使 用 乘法 法 则 并 对 大 求 和 ， 


和 
最 终 得 到 》,C(10,k)2:41* 一 47 579 136. 


1=0 

8.14 使 用 一 一 对 应 的 方法 ,将 所有 书 的 集合 记 作 S 二 人 ,2,…,24), 选 出 的 5 卷 不 相 
继 的 书 为 主语 :其 中 和 之 入 过 呈 过 在; 且 和 十 1 六 ij4i191 二 1325354, 令 后 = 和 一 j 十 1， 
1 一 1,2,3,4,5. 例如 二 ,is,… sis 是 2,5,7,13,15, 那 么 ks,… ,ks 是 2,4,5,10,11. 显然 ,1， 
jz "bs 与 民 ik 5 之 间 是 一 一 对 应 的 ，{A ,ks，… ,ks} 恰 好 是 {1,2,…,20} 的 5 组合 , 因 
此 所 求 得 选 法 数 是 C(20,5) 王 15 504. 

8.15 (1) 如 采 没 有 a 相 邻 ,那么 在 5 个 a 中间 必 须 插入 565、c、d、e 4 个 字母 .插入 的 方 
法 数 是 这 4 个 字母 的 排列 数 , 即 4!1 王 24. 

(2) 方法 1 将 5 个 a 看 成 格子 的 边界 ,形成 6 个 格子 ,从 其 中 选 出 4 个 格子 放 b、c、d、e 
4 个 字母 有 P(6,4)= 二 6X5X4X3==360 种 方法 . 

方法 2 先 放 bc.d、e,; 有 41 种 方法 .然后 ,在 其 中 每 两 个 字母 中 间 插 人 1 个 a. 剩 下 的 
2 个 a, 可 以 放 在 以 56.c.d、e 作为 格子 边界 的 5 个 格子 中 . 设 这 5 个 格子 中 a 的 个 数 分 别 为 
TisT2，"*，Xs， 那 么 方法 数 等 于 方程 十 x 十 … 十 xs = 二 2 的 非 负 整数 解 个 数 , 即 
C(5 十 2 一 1,2) 王 C(6,2) 王 15. 根 据 乘法 法 则 ,所 求 的 方法 数 是 15X41= 360. 
二 3=1 


8.16 方程 zi 十 zz 十 zs 一 :的 非 负 整数 解 的 个 数 是 | 
得 到 所 求 的 计数 ,这 个 结果 等 于 


7 [下 1 后 四 的 
i 二 0 z 1 | i 二 0 2 k= 人 0 2 / 2 十 


8.17 (1) zx=A 十 1, 则 zy 各 有 & 种 选择 , 故 不 同 三 元 组 有 外 个 . 


ja i 一 0,1,…,?7 求 和 就 


Ws 


z | 7 十 ] 
2) 当 4 一 y 时 ,不 同 的 三 元 组 数 为 从 1,2,…n 十 1 选择 2 个 数 的 选 法 数 , 即 | ”| 当 


Ty 时 ,对 于 z 一 3 4，… 7 十 1,7 与 y 的 选 法 数 为 Ll — lsZ). 使 用 加 法 法 则 , 则 不 同 的 三 
z ey | | 
元 组 数 为 CC2,2) 十 C(3,2) 十 … 十 C(n,2) 二 |" 。 类 似 的 分 析 可 以 知道 , 当 xz 之 y 时 ,不 同 


的 三 元 组 数 也 是 ”| 


(3) 利用 (1) 和 (2) 的 结果 ,再 使 用 加 法 法 则 就 可 以 得 到 
十 | 十 上 
12 十 22 十 …… 十 和 庆 一 十 2 
2 ， 才 
8.18” 先 选 上 个 数 ,2 三 k 三 n, 然 后 把 上 个 数 分 成 两 组 , 共 上 一 1 种 分 法 ,根据 乘法 法 则 与 
加 法 法 则 得 到 计数 结果 ,再 利 用 组 合 公式 化 向 得 


Se pb 本 
k=2 La 


8.19 A 类 地 址 的 网 络 标识 有 2 一 1 二 127 种 ,主机 标识 有 2* 一 2 二 16 777 214 种 ; 
B 类 地 址 的 网 络 标识 有 2 一 16 384 种 ,主机 标识 有 21 一 2 二 65 534 种 ;C 类 地 址 的 网 络 标 
识 有 2” 二 2 097 152 种 ,主机 标识 有 2 一 2 二 254 种 . 于 是 ,有 效 地 址 总 数 为 


才 co 小 
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N= (2 一 1 人 (2 ”一 轨 十 2 0 一 人 十 2 (2 一 2 
一 2 一 2 一 和 十 2 十 和 一 入 十 2 一 2 
一 3737 091 842 
8.20 将 密码 按照 字符 个 数 进行 分 类 ,包含 4 个 字符 的 有 (4 全 一 全 ) 个 ,包含 5 个 字符 
的 有 (5™ 一 5”) 个 ,包含 6 个 字符 的 有 (6 一 6”) 个 . 因此 ,登录 密码 总 数 为 
N = (36° — 26°) 二 (36 一 26) 十 (36 — 26°) 
8.21 第 1 位 数 可 以 有 3 种 选 法 ,第 2 位 数 只 能 有 2 种 选 法 ,因为 它 不 能 选择 第 1 位 的 
数 . 按照 这 样 的 安排 ,从 第 2 位 到 第 n 位 ,每 位 都 有 2 种 选 法 ,根据 乘法 法 则 ,选择 的 方法 有 
3X2"” 种 . 
8 2 3dO: lambl Nad ls la bls (Gl (be )s etse)! 
3- 排 列 , aab,aba,baayaac,aca,scaa,sabc,acb, bac,bca,cab,cbasacc, cac, cca, 
pccycpocyccoyccc 


8.23 今 S= 二 (35,2，r,2。y), 其 中 65,r,y 分 别 代 表 蓝 球 、 红 球 、 黄 球 . 先 考虑 S 的 全 
排列 ， ,有 3151317 种 方法 . 车 右 黄 球 相 邻 , 那 么 将 两 个 相 邻 的 黄 球 看 成 1 个 球 , 相当 于 


1 bl 


(3 .5,2。r,1.y) 的 全 排列 ,有 131 种 方法 ,于 是 所 求 的 方法 数 是 5775171 一 5311 一 150. 


8.24 方法 1 先 放 m 个 AB, 只 有 一 种 方法 .然后 在 由 这 个 AB 构成 的 m 十 1 个 空 

格 中 加 入 n 一 m 个 B. 这 相当 于 方程 
Ti 

的 个 数 ,因此 
有 = 已 (和 一 人 议 十 更 十 1 一 一 静 ) = Cnn TD —m) = C(nym) 

方法 2 将 已 看 作 格子 分 界 , 形 成 了 ?十 1 个 空格 .除了 最 后 一 个 空格 之 外 ,从 其 他 nn 个 
空格 中 选择 m 个 空格 放 A, 有 Cln,m) 种 方法 . 

8.25 (1) A 中 大 于 等 于 & 的 元 素 个 数 为 2 一 上 十 1, 因 此 含 & 个 元 素 的 饱满 子 集 有 
C(n 一 上 十 1,k) 个 ,于 是 饱满 子 集 总 数 为 


本 Ee 
(2) vw ->| , 上 55. 


k=0 


8.26 (1) 方法 1 由 二 项 式 定理 有 
Be je 


下 一 由 


在 上 式 中 令 x 二 1 pl 


7 一 1 ， 1 }», 一 2* 十 2! 一 3, 命 题 为 真 . 
假设 命题 对 于 nn 为 真 ,考虑 1 十 1 的 情况 , 则 


n+l A | ) 1 | | 
> 乌 F | get > ]: 


&=0 \ ii 天 


组 合 太 数 套 耐 


2 [1 人 n a 7 "| 7 
一 1] 9ntl ok _ ok | | 28 9ntl 
+ 中 人 Pi £=0 | "a Pu - 


Ei eT 7 
四 3 十 > | ete ee 3 ta Jj2+ 2 
:=0 \R k=0 \k nn | 


下 二 3s= > 村 3 十 光 37 _ ol 
k=0 k 
由 归纳 法 ,命题 为 芮 . 
(2) 由 二 项 式 定 理 有 


k=0 


在 上 式 中 令 x 二 1 即 可 . 


而 > fn . , - nn z : 鹿 亲 a 
(3) 方法 1 由 二 项 式 定理 得 (1 十 x)" = >， 2 对 两 边 积 分 得 
k=0 人 上 


| (TE ar = > | |， 上 dx 
0 jolk 


k=0 k 


(z 十 1D 叶 一 1 frr 
1 十 1 > 


| 
在 上 式 中 令 x==1, 得 到 


2 fn) 1 lfn 
ntl > [jt i | " 


k=] 


方法 2 利用 主教 材 p194 一 195 的 公式 (2) 和 公式 (4) 得 到 
襄 十 1 | 天 十 ] nl ”0 
] n | 1[ 7 | ] {7 
2 "en +2 k RN 1+2 | 


El i 
= ， = 
+ De 


1 tl) 2 一 1 
2 十 1 台 \ 人 2” 十 1 


8.27 (1) 方法 1 利用 主教 材 p194 和 p196 的 公式 (1) 和 公式 (8) 得 到 


> > | k -| n 十 ] | 
eo (mk to nn—m) ,rn n—m 天 一 什 寺 1， mm 


方法 2 利用 Pascal 公式 ,得 


m {nO—k n—m) /n—mt+tl nC—m 二 2 n 
> 
oo\m—k 0 z ] . mn 
7 一 7 十 1 1 一 7 十 1 n—m++2 1 一 7 十 3 nn | 
A 
0 : ] 2 . 7 
1 一 和 十 2 1 一 7 十 2 n—m 二 3 172 
CC 
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| n lh |" 十 上 
至 十 下 
\m— 1 Mm mm 


(2) 如 图 8.1 所 示 , 考 虑 从 (0,0) 点 到 (mm 一 nn 十 fr 十 1,72) 点 的 非 降 路 径 数 ,将 这 些 路 径 按 
照 经 过 x 一 r 和 卫 线 上 不 同 的 点 (r,k) 同 右 进行 分 类 ,其 中 有 二 0,1,…,n. 从 (0,0) 点 到 (7,) 点 


9 非 认 站 公有 | 笑 内 HL 有 点 到 (m 一 n 十 r 十 1， 点 的 非 阵 路 公有 | | 条 -因此 


二 +kY (mo—E 
从 (0,0) 点 经 过 (7,k) 点 向 右 到 达 (m 一 n 十 r 十 1,n) 点 的 非 降 路 径 3 数 是 [ j[ | 
Ee 
| 
k=—=0,1,*,n 求 和 即 得 | ” 


n 


(m—ntrt+l,n) 


(r+1,k) 


(0,0) +r tl x 


网 8.1 


8. 28 (1) 利用 主教 材 p195 中 的 公式 (7) 得 到 


人 /i | sR 1 一 1 
SO = pe’ 
pe nO—k rye k 


三 Ek” l . (nO—1) 一 1 一 1)2 人 一 (17 一]) 
| 2 


k= | 


(2) 利用 主教 材 p195 和 p196 中 的 公式 (5) 和 公式 (9) 得 到 


Eo Ee 
Ey v [| (— 1)* 的 全 = or 人 0=0 


8.29 ”利用 主教 材 p194 和 p197 中 的 公式 (1) 和 公式 (10) 得 到 
ln\f nn {na\i nn 加 了 十 也 四 (2n) | 
> J 2 2 (一 D)1Cz 二 1D! 
8.30 利用 主教 材 p195 中 的 公式 (4) 和 公式 (5) 得 到 


n= 0， DCC2n,28) =1] 


k=0 


组 人 台 计 数 套 耐 


on i 和 
n > (0， D> ,CC2n,2k) 一 一 > 十 > (一 1) 上 一 (2 十 0) 一 2 
k=0 2 | 2 kj) :0 k 2 

8.31 令 S=(1 aa 1 as;1*amtin*b), 求 S 的 n 组 合 数 ,按照 含 多 少 个 5 分 
类 处 理 . 

下 会 0; Cl2nT1,n) 

含 ] 个 b: Cl2n 十 1 ,n 一 1) 


全 nn 个 5 C(2n 十 1,0) 
根据 加 法 法 则 有 
N 一 C(21 十 1,71) 十 C(201 十 1.2 一 1) 十 … 十 C(022 十 1,0) 
一 |C(22 十 1,22 十 1) 十 … 十 C(272 十 1,0) | 一 [CC2n 十 1,2n 十 1) 
十 CC2n 十 1,2n) 十 …C(27 十 1,72 十 1) | 


二 21 一 [|C(2n 十 1,0) 十 Cl2n 十 1;1) 十 … 十 CC2n 十 1,n) 
一 921 二 N 


N ee 92mTl /2 2 D2n 
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灿 
Ne 
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容 斥 原理 


0%.1 内 容 提 要 


1， 容 斥 原理 

定理 9.1 设 S 为 有 穷 集 ,P, ,P,,…',P, 是 mm 种 性 质 ,A,; 是 S 中 具有 性 质 忆 ;的 元 素 构 
成 的 子 集 ,A; 是 A, 相 对 于 S 的 补 集 , 其 中 i 二 1,2,…,m. 那么 S 中 不 具有 性 质 Pj ,P,，,…， 
也, 的 元 系数 为 


AnaAn…na |=1S| 一 >) 1A.l+ >， ANA, 


1] 志 ii) 委 于 


5 [AiNAjNAL + 


CD"IANA NN A, 
推论 S 中 至 少 具 有 其 中 一 条 性 质 的 元 素数 为 
| A， (A, UJ.. Ue 3 4;| 一 > [AAA 


li< jm 


下 > |A;NNA;NA, | 十 … 


1 过 ij 二 大风 
Ai [1A， 和 和 用 所 二 | 
2， 对 称 师 公式 
令 |S|=N,N:=|A; [1 114A， | ,其 中 1] 过 而 所 丰 过 … < 一 人 入 110， 人 R 一 1 ， 到 ,7 , 由 


N=N- 人 jwm+[ 人 Nm- “+ N=N+t CD 站 
3. 容 斥 原理 的 应 用 实例 
计算 多 重 集 的 ”组合 数 . 
证 明 组 合 恒等式 . 
欧 拉 函数 的 值 ， 
设 ?一 户 a ps%…pi* 是 n 的 素 因子 分 解 式 ,其 中 ,pi ,ps，,… ,pr 是 素数 , 则 欧 拉 函 数 


p(n) 一 7 a / | 1 
A I zj ay 1 让 
铺位 排列 


错位 排列 数 D,=xl[1 一 下 十 下 一 … 十 (一 0 机 | 
错位 排列 数 的 递 推 方程 ; 


谷 斤 原理 


D =(n—1)(D ,TD,_,) 
商 二 0， D, 一 ] 
错位 排列 数 D, 满 足下 面 恒等式 (这 里 规定 Du 王 1): 


nl= 的 十 站 p- jp- 十 “十 的 尼 


错位 排列 数 满足 下 面 的 性 质 , DD, 为 偶数 当 且 仅 当 为 奇数 . 

当 充分 大 时 ,错位 排列 数 与 排列 总 数 的 比值 趋同 于 1/e. 

4. 棋盘 多 项 式 与 有 限制 条 件 的 排列 

布 棋 方案 数 x;(C) 对 于 给 定 棋盘 C, 如 果 不 允 许 两 个 棋子 布 在 同一 行 和 同一 列 , 则 个 
棋子 的 布 棋 方 案 数 为 r; (0C). 规定 ro(C)=1. 

ri(C) 的 性 质 : 

(1) 在 C 中 任意 选 定 一 个 方 格 , 令 C; 表 示 在 C 中 去 掉 指 定 方 格 所 在 的 行 和 列 之 后 剩余 
的 棋盘 ,C, 表 示 在 C 中 去 掉 指 定 方 格 后 剩余 的 棋盘 ,那么 有 

ri(C)=rs_1(C;) +r; (CG) 

(2) 设 C 由 Ci、C;s 两 个 分 离 的 棋盘 构成 ,这 里 “分 离 ” 的 售 义 是 指 C1 与 Cs 不 存在 共同 的 

行 和 列 . 换 句 话说 ,它们 的 布 棋 方 案 相 互 独立 .那么 有 


韦 co 瀣 


k 


(公交 (0 je 0 


:= 
设 C 为 给 定 棋盘 ,在 C 上 的 布 棋 方 案 数 构成 数列 ro(CC) ,rm CC) ,rm (CC) ,ri(C),…. 用 
这 个 数列 的 项 xr;(C) 作 为 巡 的 系数 ,构成 形式 蝴 级 数 
ro(C)+ ri (Crtrs (Ox 二 Tr (Cr 二 
称 为 C 的 棋盘 多 项 式 , 记 作 R(C), 即 


Cx 


R(C)= >》 ri(O) zx 


棋盘 多 项 式 的 性 质 : 
R(C)=7xR(C;) TR(C) 
RAR 
这 里 的 C;、C,、C1i、C; 的 含义 与 前 面相 同 . 
有 限制 条 件 的 排列 计数 : 
定理 9.2 设 C 是 nXn 的 具有 给 定 禁 区 的 棋盘 ,这 个 禁区 对 应 于 (1,2,… ,nn}) 中 的 元 系 
在 排列 中 不 允许 出 现 的 位 置 , 则 这 种 有 限制 条 件 的 排列 数 为 
冯 ] 一 六 有 一 二 1 十 天 (一 2 一 十 人 一] 
其 中 ,r; 是 i 个 棋子 布置 到 禁区 的 方案 数 . 


9.2 习 卉 


9.1 在 1 和 10 000 之 间 ( 包 括 1 和 10 000 在 内 ) 不 能 被 4.5 和 6 整除 的 整数 有 多 


少 个 ? 
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9.2 在 1 和 10000 之 间 ( 包 括 1 和 10000 在 内 ) 既 不 是 某 个 整数 的 平方 ,也 不 是 某 个 
整数 的 立方 的 整数 有 多 少 个 ? 

9.3 一 个 学 校 有 507、292、312、344 个 学 生 分 别 选 了 微 积分 .离散 数学 .数据 结构 ,程序 
设计 语言 课 , 且 有 14 人选 了 微 积分 和 数据 结构 课 ,213 人 选 了 微 积 分 和 程序 设计 语言 课 ， 
211 人 选 了 离散 数学 和 数据 结构 诛 ,43 人 选 了 离散 数学 和 程序 设计 语言 读 , 没 有 学 生 同 时 选 
微 积分 和 离散 数学 课 , 也 没有 学 生 同 时 选 数 据 结构 和 程序 设计 语言 诬 . 问 : 有 多 少 学 生 在 微 
积分 .离散 数 学 数据 结构 或 程序 设计 语言 中 选 了 课 ? 

9.4 使 用 容 斥 原理 求 小 于 200 的 系数 个 数 . 

9.5 确定 方程 x 十 xs 十 x 二 14 的 使 得 每 个 x;(i 二 1,2,3) 都 不 超过 8 的 正 整 数 解 的 
个 数 . 

9.6 有 3 只 蓝 球 .2 只 红 球 .2 只 黄 球 排 成 一 列 , 奉 黄 球 不 相 邻 , 红 球 也 不 相 邻 , 则 有 多 
少 种 方法 ? 

9.7 求 多 重 集 S 二 {3。a,4，5,2。c) 的 排列 数 ,使 得 在 这 些 排列 中 同类 字母 的 全 体 不 
能 相 邻 (例如 不 允许 abbbbccaa ,但 允许 aabbbacbc). 

9.8 设 S=(2 .ai,2，a,…，2，d)} 是 多 重 集 , 如 果 在 S 的 全 排列 中 任意 两 个 w (一 
1,2,…,k) 都 不 相 邻 , 问 这 样 的 全 排列 有 多 少 个 ? 

9.9 有 7 本 书 放 在 书架 上 , 先 把 书 拿 下 来 然后 重新 放 回 书架 , 求 满足 以 下 条 件 的 放 

(1) 没有 1 本 书 在 原来 的 位 置 上 . 

(2) 至 少 有 1 本 书 在 原来 的 位 置 上 . 

(3) 至 少 有 2 本 书 在 原来 的 位 置 上 . 

9. 10 用 恰好 不 种 可 能 的 颜色 做 证 子 ,使 得 每 面 着 子 由 条 彩 和 之 构成 (n 宇 &), 且 相 邻 的 
两 条 彩带 都 不 相同 , 求 不 同 的 旗子 数 . 

9.11 证 明 错 位 排列 数 也 ,满足 : 2 为 偶数 当 且 仅 当 万 ,为 奇数 ， 

9. 12 7 对 夫妻 围 圆桌 就 座 ,要 求 每 对 夫妻 不 相 邻 , 问 有 多 少 种 人 座 方式 ? 

9.13 把 15 个 人 分 到 3 个 不 同 的 房间 ,每 个 房间 至 少 一 个 人 , 问 有 多 少 种 分 法 ? 

9.14 使 用 数学 归纳 法 证 明 容 斥 原 理 . 

9.15 证 明 棋盘 多 项 式 具 有 以 下 性 质 . 

(1) R(C)=zxR(C;)+R(C,). 

(2) R(C) 二 RC(C1)。，R(C;), 其 中 Cl 和 Cs 不 存在 公共 的 行 和 列 . 


9.16 计算 R(H) 


9.3 “习题 解答 与 分 析 


9.1 被 4.5 和 6 整除 的 数 的 个 数 分 别 为 
[10 000/4 片 2500， |10 000/5 上 2000，110 000/6 片 1666 
被 4 和 5 被 4 和 6 被 5 和 6 两 个 数 同 时 整除 的 数 的 个 数 分 别 为 
[10 000/20 片 500， [10 000/12 上 |F833， |10 000/30 片 333 
锌 4.5.6 三 个 数 整 除 的 数 的 个 数 是 


容 斥 原理 


L10 000/60 上 166 
根据 容 斥 原理 ,不 能 被 4.5 和 6 整除 的 数 的 个 数 是 
N= 二 10 000 一 (2500 十 2000 十 1666) 十 (500 十 833 十 333) 一 166 二 5334 
9.2 在 1 到 10000 之 间 是 某 个 数 的 平方 的 数 有 100 个 .由 于 21 二 10 000 过 22 ,是 某 
个 数 的 立方 的 数 有 21 个 , 同 理 ,由 于 4096 二 4 过 10 000 过 5 二 125? ,因此 既是 某 个 数 平方 ， 
也 是 某 个 数 的 立方 的 数 有 4 个 .根据 容 斥 原理 ,所 求 的 数 的 个 数 是 
N==10 000 一 (100 十 21) 十 4 一 9883 
9.3 设 选修 微 积分 .离散 数学 ,数据 结构 .程序 设计 语言 的 学 生 集合 分 别 为 A、B、C、 
D. 根据 题 意 得 到 
IA|=507,|1B|=292,|C|=312,|1D|=344 
NClsll AND BlIC|=21151B[1ID| 寺 柜 
IANMB|I=0,ICND|=0 
A[TIBINCIS|1ATIBNDI=SIA[(ICNDI 
=|BNMNCNDI=|IANBNCNDI=0 


才 co 小 


于 是 得 到 
N= 二 (507 十 292 十 312 十 344) 一 (14 十 213 十 211 十 43 十 0 十 0) 十 0 一 0 二 974 

9.4 ”由 于 14? 过 200 过 15? ,因此 不 超过 200 的 数 的 最 小 素 因 子 只 可 能 是 {2,3,5,7,11， 
13}) 中 的 数 . 设 1 到 200 之 间 能 被 2.、3、5、7、11、13 整除 的 数 的 集合 分 别 记 为 A、.B、C、D、 民 、 
F. 那么 

W|I C=d0 DI=20,18|=10 1F|=15 
IANMNB|I=33,|ANMC|=20,|ANMD|I=14,|ANE|I=9,|ANF|I=7 
IBNMC|=13,|BNMD|I=9,|BNE|I=6,|BNMNF|I=5,|CND|=5 
CNnNEls3|0NFIs IDNES2,IDIIF|=2 ENF|=1 
IANBNMCI=6,|1ANMBND|I=4,1ANBNE|I=3,|1ANBNF|=2 
IAfIC(ID|I=2,|A(IC(IE|I=1,|A(ICNF|=1,|AfIDINE|=1 
IANDNFI=1,|1ANENFI=0,|1BNCNDI=1,|BNCNE|I=1 
IBNCNFI=1,|1BNDNE|I=0,|BNDNF|=0,|BNENF|=0 
ICNDNE|I=0,|ICNDNF|I=0,ICNENF|=0,|1DNENF|=0 
剩 下 的 子 集 都 是 空 集 . 使 用 容 斥 原理 得 到 
N= 二 200 一 (100 十 66 十 40 十 28 十 18 十 15) 
十 (33 十 20 十 14 十 9 十 7 十 13 十 9 十 6 十 5 十 5 十 3 十 3 十 2 十 2 十 1) 
一 (6 十 4 十 3 十 2 十 2 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1) 
一 200 一 267 十 132 一 24 二 41 
除了 这 41 个 数 之 外 ,还 需要 加 上 2、3、5、7、11、13 这 6 个 素数 ,还 需要 去 掉 1, 因 此 200 以 内 
的 素数 有 46 个 . 

9.5 根据 题 意 ,所 有 的 非 负 整数 解 为 C(14 十 3 一 1,14)=C(16,2) 王 120 个 ,其 中 一 个 
数 超过 8 的 非 负 整 数 解 个 数 是 3C(5 十 3 一 1,5)=3C(7,2) 王 63 个 ,于 是 不 超过 8 的 非 负 整 
数 解 个 数 是 57. 下 面 再 考虑 在 这 些 解 中 含有 的 正 整数 解 个 数 . 在 不 超过 8 的 非 负 整 数 解 中 ， 
三 个 变量 zl 、x; 、X; 中 只 可 能 有 一 个 x; 取 0. 在 一 个 zx; 为 0 时 ,其 他 的 变量 只 有 6 和 8、7 和 
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7.8 和 6 三 种 可 能 的 取 值 . 因此 包含 0 值 的 解 有 9 种 ,从 而 得 到 所 求 的 正 整 数 解 的 个 数 为 
内 一 57 一 9 一 48， 
9.6 令 S 二 43*6b,2。r,2。y}, 其 中 5b、r、y 分 别 代表 蓝 球 、 红 球 、 黄 球 . 先 考 虑 5$ 


的 全 排列 ,有 13131 种 方法 . 若 黄 球 相 邻 ,那么 将 两 个 相 邻 的 黄 球 看 成 1 个 球 ,相当 于 


(3 5,2。r,1，y} 的 全 排列 ,有 二 > 种 方法 . 类 似 地 , 红 球 相 邻 也 有 二 种 方法 . 不 仅 黄 球 


3 5 


相 邻 .同时 红 球 也 相 邻 的 方法 数 是 二 .根据 容 斥 原理 ,所 求 的 方法 数 是 


RAR 下 
N 一 512171 | 210 一 120 十 20 王 110 
了 {zlz 是 S 的 全 排列 },A、B.C 是 T 的 子 集 , 且 


一 {7|xETAz 舍 有 aaa})= 二 {rlx 是 {1，a ,4。65,2。c} 的 全 排列 ， 


i 


其 中 
B={zlzETAzr 含 有 pp 三 (zl 六 是 (3，a,1 .0 ,2。c} 的 全 排列 》 
其 中 /一 0000， 
C 一 (zzETAz 含 有 cc}= 一 (zz 是 (3。a,4。0,1。c ) 的 全 排列 } 
其 中 c 一 cc， 
则 


类 似 地 有 


ANMB|= 全 Ancl=| 

ancl=|; anancl=| | 

2) 
+[(i12)+ oj- 


00 (105 7 60 280) C12430420)=6==871 
9.8 令 A={xlz 是 S 的 全 排列 },A; 二 {zx|x€A 且 含有 两 个 相 邻 的 a;} ,i 二 1,2,…， 
k, 则 


2k)! 
1 一 ) 


(2k—1)1 


| A， Dk—1 9 


1 一 ] ,2，… ,上 


|A， 「 1A， {ee [1A, | 一 | 


人 


[ANA:N:… NA,|= > 本 » 9 


9.9 (1) 相当 于 7 个 数 的 错位 排列 ,于 是 
加 国人 1 
Ue TD "Al Pe 7 | 


一 2520 一 840 隔 210 一 42 于 7 一 1 二 1854 


(2) N=71 一 D;=5040 一 1854 二 3186 
1iril ll ll 
=31l806—7 61 |1 下 十 而 31 1 51 1 61 


= 一 43180 一 (2520 一 840 二 2410 一 42 十 1 一 1331 
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9.10 使 用 对 称 第 公式 . 设 S 为 至 多 用 & 种 颜色 涂 色 条 彩 市 但 不 允许 相 邻 的 彩 市 涂 


同色 的 方案 的 集合 . S 的 方案 中 没 用 到 第 i 色 的 性 质 为 P; ,i 二 1,2,…,k. 那么 有 


1S|=k(—1D)"!= [0] DD" 


N=(k—1)(R—2)" 
Ns—=(k—2)(k—3)"™ 


DA 


Ni=(k—k)(k—k—1)" =0 
代入 对 称 第 公式 ,得 


下 一 上 下 一 1 
N= > iy | J Di" se | z je 
1 
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本 题 也 可 以 使 用 递 推 公式 或 第 二 类 Stirling 数 的 计数 模型 求解 ， 
以 证 明 用 这 几 种 方法 得 到 的 计数 结果 是 相等 的 ， 


相关 的 内 容 见 第 10 章 . 可 


9.11 对 进行 归纳 . D, 二 1,n 二 0 时 命题 为 真 .假设 对 一 切 小 于 nn 的 目 然 数 为 真 ,考虑 
关于 D, 的 递 推 方程 D, 二 (n 一 1)(D,_; 十 D,-_1). 奉 nn 为 偶数 ,那么 nn 一 1 为 奇数 ,n 一 2 为 偶 
数 . 根据 归纳 假设 ,D,_ 为 偶数 ,D,_; 为 奇数 ,它们 的 和 为 奇数 ,从 而 得 到 D;, 为 奇数 .反之 , 设 
D, 为 奇数 . 假 大 为 奇数 ,那么 n 一 1 为 偶数 .根据 递 推 方程 D, 也 是 偶数 .与 D, 为 奇数 矛盾 . 

9.12 设 束 夫 为 x1 ,XT2 ,Xa, 妻 子 为 yi, ya ,Ya. Xi 与 y; 相 骂 记 为 性 质 p;,i 二 1， 


2,…,n. 令 S 为 2n 个 人 的 圆 排列 的 集合 ,S 中 满足 性 质 p; 的 子 集 为 Ai,i 二 1,2， 


1S|= (2n—1)! 
I 和 E 加 1 一 1 ,2 7 


[AiNANL NA,|=2 (ne—1)! 
由 包 人 铬 排斥 原理 有 
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N=(2n—D!— ?jacan— » 1+ | 2 2m) 
[an | 上 Do | 
C3 n 


-Do jet 
k=0 天 


9.13 令 
S 二 {x|x 是 不 加 任何 限制 将 15 个 人 分 到 3 个 房间 的 方案 } 
A 二 {xr|x€E5S, 且 第 一 个 房间 没有 人 } 
B= 二 {x|xE€E5S, 且 第 二 个 房间 没有 人 ) 
C= 二 {x|x€E5S, 且 第 三 个 房间 没有 人 ) 
于 是 得 到 


IS|=3*,， |A|=|1B|=|C|=2» 
IANMB|I=|IANC|I=|BNCI=1 
IANBNMC|I=0 
使 用 容 斥 原 理 得 到 
ME” 3 3 0=14250606 
注意 ; 本 题 还 可 以 使 用 放 球 的 计数 模型 求解 ,对 应 于 15 个 不 同 的 球 恰好 放 到 3 个 不 同 
盒子 的 计数 . 放 球 模型 的 计数 结果 将 在 第 10 章 给 出 . 
9. 14 入 一 2 AUA| = 十 |4| 一 |A 门 A，, | 成 立 . 
假设 对 于 任何 正 整 数 mm 全 2, 容 斥 原 理 及 其 推论 成 立 ,那么 
AUA4AU…UANI=GCOAUAU…UAUAN | 
=| A UA UU A, || Asn |—| CA U A UU A,) (Arn | 
= A 2 140n4 I 2 1ANA;NA, | 


lS<i<j<m l1<i<j<kem 
a ] Ai 114 f(A, 十 | AH | 
| (Ai 站 -wry U (A, 站 Ant1) U 本 U 间 站 六 
mt 十 1 
过 天 | A; [| A.; | 十 [AAA II 一 …… 
i 二 1 


li<j 和 Sm li<j<hm 


+ DANAN -NA,|—> ANAn | 
i=] 


> 1AfiAfnA | 一 >》， [4nAnmaAnmaAona I+ 


1<i<j<m 1 所 过) 一 km 


Te 


ni-1 


= 》 |A 3 > | A， [1 A， | 十 Ahna naAs [一 … 
i 二 1 li<jmtl li<j< kmtl 
ye | A {| A, (1 {| A | 
9.15 (1) R(C) = YuriOr=r(0 + Yr(Or 


k=0 k=1 


(2) 


9.16 


= 1 [ri(C) + ri(C) x’ 
k=1 


= Ona(C)rt1+ Pri(C) x 


k=1 一 ] 
= xzR(C) + RC) 
R(CDR(C2) = (Dr CY):) (Yrn(C)z') 
k=0 I=0 z 
Co k 
= 2 (2 ri(COrea( Ca) )x 
k=0 i=0 
= Ya = RCO) 


属 
设 给 定 棋盘 为 C, 则 RCGC) 二 1 十 6x 十 7x 十 x 


丛 斤 原理 


韦 co 漆 


10 有 


违 推 方程 与 生成 函数 


1. 速 推 方程 及 相关 概念 

设 序列 ao pyar,as，" ;人 简 记 为 {a,) ,一 个 把 a, 与 菜 些 个 a;(i 二 n) 联 系 起 来 的 等 式 叫 做 
关于 序列 {a,} 的 递 推 方程 . 

弟 系 数 线性 齐 次 递 推 方程 的 标准 型 : 

H(n)—aH(n—1)—a; Hl(n—2)—:*…—a,H(n—k)=0 
H(0)=6b,, H(1)=b, H(2)=6,, …， H(k—1)=06,.) 

方程 (10. 1) 是 上 阶 递 推 方程 ,其 中 56,51,… ,bi_1 是 上 个 初 值 ， 

违 推 万 程 (10. 1) 的 特征 万 程 方程 x 一 ajx* 一 … 一 a 一 0. 

速 推 方程 (10. 1) 的 特征 根 ”特征 方程 的 根 . 

党 系数 线性 非 齐 次 违 推 方程 的 标准 型 .: 

Hn)—aH(ln—1)—*—aH(n—k)= f(n) (10, 2) 
i 1 之 k ,ar A0, fn)AO. 
公式 法 求解 系数 线性 齐 次 递 推 方程 

oo 公式 法 求解 的 相关 定理 : 

定理 10.1 设 g 是 非 零 复数 , 则 gq" 是 递 推 方程 (10.1) 的 解 当 且 仅 当 g 是 它 的 特征 根 . 

定理 10.2 设 h(n) 和 h(n) 是 递 推 方 程 (10.2) 的 解 ,cj cy 为 任意 常数 , 则 cj (Gn) 十 
czhs(n) 也 是 这 个 化 推 方程 的 解 ， 

推论 。 厂 g1,g;，… ,gi 是 递 推 方程 (10.2) 的 特征 根 , 则 cog 十 cy 十 … 十 cq? 是 该 递 推 
方程 的 解 , 其 中 cj ,cs ，… ,ci 是 任意 常数 . 

通 解 ” 若 对 递 推 方程 (10. 1) 的 每 个 解 h(n) 都 存在 一 组 常数 cl ,cs,，… ,cs ,使 得 

h(n) 二 cig? 十 co 十 十 cg 

成 立 , 则 称 ogi 十 czg2 十 … 十 cig# 为 该 递 推 方程 的 通 解 . 

定理 10.3 ” 设 o,,…'o% 是 递 推 方程 (10. 1) 不 等 的 特征 根 , 则 态 (n) 二 cg? 十 
C2 十 … 十 ciq% 为 该 阔 推 方程 的 通 解 . 

定理 10.4 设 gq,g;，,…,g, 是 递 推 方程 (10.1) 的 不 等 的 特征 根 ,有 是 9; 的 重 数 为 e;, 其 中 


一 A 了 令 


(10.1) 


H.,(n)= (ec, 二 cwntt To )q;” 
那么 该 递 推 方程 的 通 解 是 


递 推 方程 与 生成 通 数 


H(n)= >》 H.(n) 
| 


地 己 漠 


求解 步骤 : 

(1) 列 出 特征 方程 . 

(2) 求 出 所 有 的 特征 根 ,并 确定 每 个 特征 根 的 重 数 . 

(3) 根据 特征 根 及 其 重 数 , 写 出 具有 个 待定 篆 数 的 通 解 表示 . 

(4) 将 初 值 代入 通 解 表达 式 , 列 出 关于 待定 稼 数 的 匹 一 次 方程 组 ， 

(5) 解 方程 组 以 确定 & 个 待定 带 数 的 什 . 

(6) 将 & 个 待定 第 数 的 值 代 和 人 通 解 . 

3， 公式 法 求解 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 方程 

关于 公式 法 求解 的 相关 定理 : 

定理 10.5 设 互 (2) 是 对 应 的 齐 次 方程 (10. 1) 的 通 解 ,五 *(z2) 是 方程 (10. 2) 一 个 特 
解 , 则 

H(n)=H(n)+H’*(n) 

是 递 推 方程 (10.2) 的 通 解 . 

某 些 特殊 的 特 解 类 型 : 

(1) 如 有 果 Fo) 为 于 的 上 次 多 项 式 , 那 么 特 解 一 般 也 为 对 的 上 次 多 项 式 .如 果 原 来 对 应 齐 
次 方程 的 特征 根 是 1, 需 要 提高 特 解 的 多 项 式 次 数 . 

(2) fn) 为 指数 函数 A8" ,这 里 的 A 代表 某 个 常数 . 石 B 不 是 特征 根 , 则 特 解 为 PB”; 石 
B 是 e 重 特 征 根 , 则 特 解 为 PnB", 其 中 PP 为 等 定 系 数 . 

(3) f(n) 为 多 项 式 函 数 与 指数 函数 的 线性 组 合 ,那么 特 解 也 为 相应 的 多 项 式 函 数 与 指 
数 咀 数 的 线性 组 合 ， 

(1) 列 出 对 应 齐 次 递 推 方程 的 特征 方程 . 

(2) 求 出 所 有 的 特征 根 , 并 确定 每 个 特征 根 的 重 数 . 

(3) 根据 特征 根 及 其 重 数 , 写 出 对 应 齐 次 递 推 方程 的 通 解 表示 . 

(4) 根据 函数 f(n) 的 类 型 设 定 特 解 的 形式 . 

(5) 将 设 定 的 特 解 代 和 人 原 递 推 方程 , 求 出 待定 系数 并 确定 特 解 . 

(6) 利用 对 应 齐 次 方程 的 通 解 和 非 齐 次 方程 的 特 解 组 合 得 到 原 方程 的 通 解 . 

(7) 将 个 初 值 代入 通 解 表达 式 , 列 出 关于 待定 第 数 的 & 元 一 次 方程 组 . 

(8) 解 方程 组 以 确定 个 待定 常数 的 值 . 

(9) 将 个 得 定常 数 的 值 代入 通 解 . 

4. 换 元 法 求解 递 推 方程 

换 元 法 的 基本 思想 就 是 : 将 原来 关于 某 个 变 元 的 递 推 方程 ,通过 函数 变换 转变 成 关于 
其 他 变 元 的 常 系 数 线性 递 推 方程 ,然后 使 用 公式 法 求解 . 当 得 到 解 以 后 ,再 利用 相反 的 变换 
将 解 转变 成 关于 原来 变 元 的 图 数 . 换 元 法 仅 适 用 于 某 些 存在 变换 方法 的 特殊 的 递 推 方程 . 

(1) 在 对 递 推 方程 进行 换 元 时 , 初 值 也 要 进行 相应 的 变换 . 

(2) 对 方程 进行 换 元 时 要 考虑 函数 定义 域 的 变化 . 
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s$. 迭代 归纳 法 求解 违 推 方程 

迭代 归纳 法 的 基本 思想 就 是 : 不 断 将 表达 式 中 代表 递 推 方程 左 部 的 成 分 ,用 同一 方程 
右 部 的 相等 成 分 蔡 代 ,从 而 得 到 一 系列 的 项 之 和 . 然后 将 这 个 和 计算 出 来 或 者 估计 出 这 个 和 
的 近似 值 . 

注意 : 

(1) 迭代 归纳 法 一 般 适 用 于 一 阶 的 递 推 方程 ,对 于 茶 些 二 阶 以 上 的 弟 推 方程 ,需要 先 利 
用 差 消 或 者 其 他 的 方法 进行 化 信 , 以 降低 北 推 方程 的 阶 数 . 

(2) 使 用 迭代 法 一 般 需 要 计算 每 次 迭代 所 产生 的 项 之 和 ,这 里 可 能 会 涉及 高 等 数学 中 
级 数 的 求 和 技术 ,还 有 等 差 ,等 比 数列 的 求 和 公式 等 . 可 以 根据 项 的 变化 规律 , 猪 出 级 数 和 的 
表达 式 ,然后 使 用 数学 归纳 法 加 以 验证 . 尽管 存在 各 种 求 和 的 技术 ,但 是 迭代 法 也 只 能 对 一 
部 分 方程 求 得 精确 的 解 , 有 的 方程 可 以 使 用 积分 估计 出 和 的 近似 值 ,而 有 的 和 可 能 不 收敛 . 

(3) 可 以 使 用 递归 树 的 模型 进行 迭代 计算 . 递归 树 是 一 棵 带 权 的 二 义 树 ,每 个 结 点 都 有 
权 , 这 个 权 是 递 推 方程 左 部 的 图 数 ,或 者 是 由 递归 计算 所 产生 的 项 . 初始 的 递归 树 只 有 一 个 
结 点 ,就 是 递 推 方程 左 部 的 函数 .迭代 规则 就 是 把 递归 树 中 权 为 函数 的 树叶 结 点 ,用 与 这 个 
图 数 相等 的 递 推 方程 右 部 的 子 树 来 代 蔡 . 这 种 子 树 只 有 2 层 , 树 根 标记 为 方程 右 部 除了 好 数 
之 外 的 剩余 表达 式 一 一 迭代 产生 的 项 ,每 一 片 树叶 则 代表 方程 右 部 的 一 个 函数 项 . 每 迭代 一 
次 ,递归 树 就 培 加 一 层 ,下 到 树叶 都 变 成 初 值 为 止 . 可 以 采用 分 层 计算 的 方法 算出 最 终 的 递 
归 树 中 所 有 结 点 的 权 之 和 |. 

6， 决 试 法 估计 速 推 万 程 的 解 的 阶 

这 种 方法 的 基本 思想 就 是 : 先 将 解 设 定 为 一 个 函数 ,然后 代入 原 弟 推 方程 的 两 边 进 行 
验证 . 如 果 两 边 阶 最 局 的 函数 项 相同 ,那么 所 设 定 函 数 的 阶 是 正确 的 ,否则 重新 设 定 函 数 的 
阶 . 经 过 多 次 尝试 耳 到 找到 适当 的 也 数 为 止 . 

设 定 图 数 时 可 以 先 考 虑 多 项 式 图 数 天 ,如 果 发 现 解 fx) 的 阶 介 于 区 与 a 之 间 , 那 么 
可 以 尝试 对 (0<s<1) ,ntlogn 等 ， 

求解 步骤 ; 

(1) 将 递 推 方程 中 的 图 数 f(n) 看 作 级 数 的 项 ,定义 与 该 级 数 对 应 的 生成 函数 . 

(2) 利用 已 知 级 数 的 递 推 方程 和 初 值 导出 一 个 关于 生成 函数 的 方程 . 

(3) 解 出 生成 函数 . 

(4) 将 生成 函数 展开 成 级 数 ,以 求 出 它 的 x" 项 的 系数 , 即 f(n). 

8. 递归 算法 的 复杂 度 分 析 

分 治 策略 是 递归 算法 设计 中 的 常用 技术 , 它 的 主要 思想 是 将 原 问题 分 解 成 规模 更 小 的 
于 问题 ,分别 求 解 每 个 子 问题 ,然后 将 子 问题 的 解 进行 综合 ,从 而 得 到 原 问题 的 解 . 设 <、2 为 
正 整 数 ,n 为 问题 的 输入 规模 ,n/5 为 子 问题 的 输入 规模 ,a 为 子 问 题 个 数 ,d(n) 为 将 原 问 题 
分 解 成 子 问 题 以 及 将 子 问题 的 解 综合 得 到 原 问 题解 的 代价 ,那么 时 间 复 杂 度 函数 了 (2) 满 足 
下 述 方程 

T(n)=aT(n/b) i+d(n) n= 
1] 
当 d(n) 二 c 时 ,上 述 方程 的 解 是 


兹 推 方 程 与 生成 通 数 


On "se ) 4 天 ] 
了 (= 10 
O(logn) 4 一 ] 
当 dz) 一 cz 时 ,上 述 方程 的 解 是 
O(n) a=b 
T(n)= O(nlogn) a=b 
O°%° ) 4 一 0 
在 算法 复杂 度 的 表达 式 中 ,T(n) 一 O(f(n)) 表 示 函 数 T(n) 的 阶 不 超过 函数 f(n) 的 阶 ， 
其 中 logn 表示 log, n. 
9. 牛顿 二 项 式 定理 与 牛顿 二 项 式 系数 
设 7 为 实数 ,n 为 整数 ,牛顿 二 项 式 系数 


0 n 三 0 

站 ] 171 一 (0 
n SE ON 

! r(r—1) ni1) 内 


定理 10.6 牛顿 二 项 式 定理 . 
设 a 为 实数 , 则 对 一 切实 数 x、y,|x/y| 二 1, 有 


(z+y)"= 2 je 其 中 | | -et 
n n 


nl 
nn 二 中 
东 些 重要 的 展开 式 : 
一 m7 
1) 《1 十 Z) "= 县 这 ] 
(1) (1 十 z) = = (1 | ， | z|< 
加 四 = 二 一 有 I 
(2) (1—7x)™ = 二 -十 ->| ~ Izrl<1 
m 二 1， 一 一 一 1 十 zz 十 x 十 … 
-< 
i 
m 二 2， [1 2 2 nt 1a 
/1 人 二 (二 一 1 Ein 
(3) at+at 天 可 2 
1=0\ "| k! 


(1)F1] 。3。 5..(2k— 3) 
] 十 2 a 
k=1 二 


四 SNV (一 1) 二 (2 一 2)1 ， 
= 1+ 2 hi, gk D1 


i122 
= 半生 > -一 下 ]: 
10. 生成 函数 及 其 性 质 
生成 函数 ”对 于 给 定 序 列 {a,) 的 形式 上 级 数 
CG(z) 一 0 十 CiZ 十 ao x 二 二 a,x" 十 *… 
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生成 函数 的 性 质 : 


设 A(x) .B(x) CCz) 分 别 表示 序列 {a， 


(1) 奉 b, 二 aa,, 则 B(x) 二 aA (zx)， 


(2) Cn Ws T& , 则 人 (站 (CR 


(3) 者 c= pd , 则 CCx)= 二 A(x 


) 。 B(z)., 


i=0 
四 0 n=!/ z 
(4) 右 5b, 二 ， 则 B(x)==xiA (x). 
QI 1 之! 


三 1 


A(Cz) 一 >》 arr” 


(5) 各 六 = 一 & 则 BCz) = 一 一 一 一 一. 


My 


(6 二 让 三 ya ,四 B(x) = 


i 二 必 


(7) 若 b, 二 yw ,日 4G) = 一 > 收敛 , 则 B(x) 一 


t= 


FP XA(zT) 
1—zx 


(8) 若 6b, 二 a"a, sa 为 常数 , 则 BCz )=A(ax). 
(9) 若 Bb, 一 na, ; 则 B(x) 二 xA'(x), 其 中 ,A' (x) 为 A(x) 的 导数 . 


(10) 土 刀 == ; 有 7， 则 B(x) = 工 | A 


11. 生成 函数 的 应 用 

(1) 求解 递 推 方程 

(2) 计算 多 重 集 的 > 组 合 数 . 

(3) 不 定 方程 的 解 的 计数 . 

(4) 正 整数 拆 分 方案 的 计数 . 

12. 指数 生成 函数 

设 (a,) 为 序列 , (a,) 的 指数 生成 函数 是 


Gr. (x) 


指数 生成 函数 的 性 质 ” 设 数 列 {a,})、({0 
a 其 中 Cn 一 > je 


Co 


A.(zr)»。 B(x) = pe. 


寻 三 必 


,的 指数 生成 图 数 分 别 为 4A.(z) 和 B.(x), 则 


指数 生成 函数 的 应 用 ”多重 集 的 x 排列 数 . 
13. 基本 的 组 合计 数 模型 及 相关 的 计数 结果 


(1) 选取 方案 计数 


无 不 重复 选取 一 一 集合 组 合 : N= 二 C 


k| 


(KT TT 


有 序 不 重复 选取 一 一 集合 排列 ; N= 二 Pn,7) 二 Cl(n,n)rl; 


无 序 可 重复 选取 一 一 多 重 集 S= {ni 
生成 图 数 


”191 ”Co on, ”" at 的 三 -i 


A(y) = 二 (十 y 十 十 一 十 yD) 十 y 十 十 十 (十 y 十 一 十 和 ) 10 
N 是 A(y) 的 展开 式 中 交 的 系数 ， 到 
草 


当 W 王 1,2, ,k,n 之 r, N=C(r 二 kl1,r)., 
有 可 重复 选取 时 多 重 集 = ‘in 。 Al sno ”CC ay) 的 r 排列 ， 
指数 生成 孔 数 


i 
1 二 沁 二 六 十 十 半 [1 十 省 六 十 … 十 疗 
ep 本 Le + 六 
N 是 A.(y) 的 展开 式 中 y"/rl 的 系数 . 


当 Wi 


当 r=n tmtetm N=| -i 
NN ns 7 Tn Tn | 

(2) 非 降 路 径 计数 
12 十 ?7 m+n 
基本 模型 从 (0,0) 点 到 (7m， 点 的 非 降 路 径 数 | ” “加 "| 


n 
TT 
起 总 平移 : 从 (a; 如 点 到 (msn) 反 的 非 降 路 径 数 | ” 和 和 


中 间 经 过 某 个 点 : 从 (a,b) 点 经 过 (cd) 点 到 (mm ,2 点 的 非 降 路 径 数 


本 | 
C— a ) mc 


限制 条 件 : 从 (0,0) 点 到 (n,n) 点 除 端点 外 中 间 不 接触 对 角 线 y=x 的 非 降 路 径 数 
(3) 棋盘 布 棋 方 案 的 计数 


3 
nl 
基本 类 型 


设 C 为 给 定 棋盘 ,在 C 上 布 & 个 模子 ,不 允许 任意 两 个 棋子 在 同一 行 与 同一 列 , 布 棋 方 
案 数 为 产 (C) , 称 
R(C)=ro(C) ri(C)zt rs (CTF 二 +r, (CC) x 二 
称 为 C 的 模 盟 多 项 式 . 
棋盘 多 项 式 的 性 质 
R(C)=xR(C) +RC) 
R(C)=R(Ci)R(C,) 
其 中 ,C; 是 去 抒 指 定 方 格 所 在 的 行 和 列 之 后 的 剩余 覃 盘 ,C: 是 去 反 指 定 方 格 后 的 剩余 棋盘 ， 
Ci 与 Cz 是 分 离 棋盘 (没有 共同 的 行 和 列 ). 
设 C 是 nXn 的 具有 给 定 禁 区 的 棋盘 ,这 个 禁区 对 应 于 (1,2,…,n}) 中 的 元 素 在 排列 中 
不 允许 出 现 的 位 置 , 则 这 种 有 限制 条 件 的 排列 数 为 
nl—r(n—=1) 全 人 
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其 中 , 是 i 个 棋子 布置 到 禁区 的 方案 数 . 
(4) 不 定 方程 整数 解 的 计数 
方程 Ti rs =r TEN, zm, 1=1,2,.,k 
生成 函数 为 
C(Cy) 王 (1 十 y 十 十 科 ) 人 十 yy 十 十 和 ) (十 y 十 十 国 ) 
N 是 G(y) 的 展开 式 中 y" 的 系数 . 
当 
Wi—=1,2,"% ,kn=r N=C(rik—1,7) 
变量 取 值 受 限 的 类 型 . 
yee ke es hd Lr 1= 2 sh 
生成 函数 
Gl(y) 二 ( 坟 十 于 和 十 十 yy 十 y2 十 十 yy 十 yhT 十 十 y%》 
N 是 G(y) 的 展开 式 中 y" 的 系数 . 
市 正 整数 系数 的 类 型 . 
pizxit pre 十 十 太一 六 XiEN， pi ,ps ,pi 为 正 整 数 
生成 函数 
G(y) 王 (1 十 身 十 yy 十 …)(1 十 % 十 y 关 十 …) (1 十 y 关 十 不 十) 
N 是 G(y) 的 展开 式 中 y 的 系数 . 
(5) 正 整 数 拆 分 方案 计数 
无 序 拆 分 : 
设 N 是 给 定 正 整数 ,将 N 无 序 拆 分 成 正 整数 41 ,az ，…'av. 
等 价 于 不 定 方程 wz 十 az 十 … 十 az 一 和 的 非 负 整 数 解 的 计数 问题 . 
不 允许 重复 ,生成 函数 是 
CCy) 王 (1 十 入) 十 y ) (1 二 yr) 
G(Cy) 王 (1 十 多 十 y 十 …)(1 十 ye 十 Ye 十 …) (1 十 铬 十 yo 十 …) 
加 ] 
(1 一 % 儿 1 一 ye (| 一) 
拆 分 后 的 数 的 个 数 不 超 过 r: 
等 价 于 将 N 无 序 并 人 允许 重复 地 拆 分 成 大 小 不 超过 > 的 正 整数 的 问题 . 
有 序 拆 分 : 
将 N 允许 重复 地 有 序 拆 分 成 个 部 分 的 方案 数 为 C(N 一 1,7r 一 1). 
N 
对 正 整数 N 做 任意 重复 的 有 序 拆 分 ,方案 数 为 》， 下 
r=1 \ 
(6) 放 球 方案 的 计数 ( 见 表 10. 1). 
14. 计数 符号 及 其 组 合意 义 
(1) 排列 数 P(n,r) 
组 合 含义 :7 元 集合 的 > 排列 个 数 . 


递 推 方程 与 生成 通 数 


表 10.1 
有 
到 
ClnTmO—1,n) 

7(X, ES 1 每 : 
“ (1 一 工 ) (]—x: )** (1— 7x”) Pe 系数 
- 区 区 人 


恒等式 : P(n,r)= 二 rIiC(n,7). 
指数 生成 函数 ; G.(x) 二 (1 十 x)”. 
(2) 组 合 数 ( 二 项 式 系 数 )C(n,7) 
组 合意 义 : n 元 集合 的 > 组合 个 数 . 
二 项 式 (1 十 x)" 的 展开 式 中 x" 项 的 系数 . 
恒等式 ( 见 第 8 划 的 内 容 提 要 ). 
生成 图 数 : G(x) 二 (1 十 x)". 
(3) 多 项 式 系数 ，，” 


nln "Ty 


组 合意 义 : 多 重 集 的 全 排列 数 ， 
多 项 式 (zi 十 zz 十 … 十 zt)2" 的 展开 式 中 Zi zz zt 项 的 系数 . 


恒等式 : 
nn | nl 
N12 ""*7, ni lnz 1 


> |， 1 本 | 请 ， 其中, 求 和 是 对 方程 mm 十 加 十 …72 二 对 的 所 有 的 非 负 整数 解 求 和 . 


| 7 加 7 一 ] 上 71 一] Py 1 一 ] 
了 1722 7 1 一 712。 好， 111 11 — 1***n, 111 127 一] 


(4) Fibonacci 数 了 
组 合意 义 : 兔子 对 的 计数 


了 
2 -3 


V5\、 2 V5\、 2 
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(5) 错位 排列 数 DD， 
组 合意 义 : 由 1,2,…,n 构成 排列 寞 i0…i, ,满足 i 区 7 的 排列 个 数 ， 
恒等式 : 
D,=n! [1 一 证 十 击 一 … 十 (一 D" -| 
D,=(n—1)(D,-; 二 TD,-1) 
pi D,=1 


. 7 7 Nn ni 
"= (Jp.+ (pt ott lp. 
0 1 2 n 
其 中 Do 二 1. 


(6) Catalan 数 h， 
组 合意 义 : 由 内 部 不 相交 的 对 角 线 把 凸 n 十 1 边 形 划 分 成 三 角形 的 划分 方案 数 ，; 
从 (0,0) 点 到 (27 点 除 端点 外 不 接触 对 角 线 的 非 降 路 径 计 数 ; 
n 个 元 系 的 堆栈 输出 序列 的 计数 ， 
1 个 数 aiaz,，…,a 相 乘 ,不 交换 数 的 位 置 的 乘法 顺序 计数 ; 
圆周 上 2n 个 点 用 不 在 内 部 相交 的 强 两 两 配对 的 方案 计数 . 


恒等式 : 
] I 
,二 一 
1 \ 7 一 ] 


天 一 
h, >》 Nn 下 2 
1 
Ji Eee 1 

生成 图 效 : H(zx) = >》 一 一 一 

nn 二] 


(7) 第 一 类 Stirling 数 
组 合意 义 ; 多 项 式 z(z 一 1)(Cz 一 2)…(z 一 7 十 1) 的 展开 式 
= 


的 系数 的 绝对 什 S., 记 作 | ”| 
,元 置换 群 S, 中 含有 ; 个 轮换 的 置换 个 数 


恒等式 : 
7 : nm—] 1 一 ] 
nD| 上 HH| 站 n>r 宇 1 
rr | | 


r 


| 
| 2 2 
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3 人- 

(8) 第 二 类 Stirling 数 四 

组 合意 义 ,个 不 同 的 球 恰好 放 到 个 相同 的 全 了 里 的 方法 数 , 记 作 | 站 
， 元 集 含有 上 个 划分 块 的 划分 个 数 


从 元 集 到 人 元 集 的 清 计 数 计数 为 Al| | 


>| nn 其 中 对 满足 中 十 nz 十 下 n, 二 nn 的 正 整 数 解 求 和 
Nm m 


nin2"** 


10.2 习 卉 


10. ] 坟 有 谴 推 方程 a = EE mH 'm —2,Li 一 ] , 1 +，y 和 ( 工 Es 十 … 十 
Lt 
10.2 求解 递 推 方程 , 
fw 一 7 1 十 12a,_s 二 0 
(1) 
an 一 4 | 一 6 
a, 十 人 _y 一 0 
(2 ) 
| an 二 0 sd1 一 
Ta TT6a,._i1T94,_;=3 
9 | 


un 一 0 | 一 ] 


才 己 洪 
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加 
(4) 
全 ,1 一 0 
0 一 fa _1 十 100 一 3 
全 
| | 
10.3 求解 下 述 递 推 方程 . 
人 1 之 ] 
be 
一 17 之] 
(2) 
人: 

10.4 已 知 方程 C6 日 ,十 C1 晶 ,1 十 Cs 日,_s 二 6 的 解 是 3 十 各 十 2, 求 Ci. 

10.5 求 以 凹 n 边 形 的 项 点 为 项 点 ,以 内 部 对 角 线 为 边 的 不 同 的 三 角形 的 个 数 . 

10.6 有 7 条 封闭 的 曲线 ,两 两 相交 于 两 点 ,并 且 任 意 三 条 都 不 交 于 一 点 , 求 这 nn 条 封 
闭 曲 线 把 平面 划分 成 的 区 域 个 数 . 

10.7 某 公 司 有 和 干 万 元 可 以 用 于 对 a .bc 三 个 项 目的 投资 .假设 每 年 投资 一 个 项 目 ， 
投资 的 规则 是 : 或 者 对 a 投资 1 千 万 元 ,或 者 对 2 投资 2 千 万 元 ,或 者 对 c 投资 2 千 万 元 . 
问 : 用 完 n 和 干 万 元 有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 

10.8 求 n 位 0-1 蝇 中 相 邻 两 位 不 出 现 11 的 串 的 个 数 . 

10.9 一 个 质点 在 水 平方 向 运动 ,每 秒 钟 它 走 过 的 距离 等 于 它 前 一 秒 走 过 距 离 的 2 信 . 
设 质点 的 初始 位 置 为 3, 并 设 第 一 步 走 了 1 个 单位 长 的 距离 . 求 第 + 秒 钟 质点 的 位 置 

10. 10 ”如 图 10.1 所 示 , 开 为 2n 个 项 点 的 树 , 求 T Ee 2 
的 所 有 点 独立 集 ( 包 含 空 集 在 内 ) 的 个 数 ff， 

10.11 双 Hanoi 塔 问题 是 Hanoi 培 问题 的 一 种 推 
三 ,与 Hanoi 培 的 不 同 点 在 于 : 2n 个 圆 盘 ,分 成 大 小 不 
同 的 ”对 ,每 对 圆 盘 完 全 相同 . 初始, 这些 圆 盟 按照 从 大 
到 小 的 次 序 从 下 到 上 放 在 A 柱 上 ,最 终 要 把 它们 全 部 
移 到 C 柱 ,移动 的 规则 与 Hanoi 塔 相同 . 

(1) 设计 一 个 移动 的 算法 ; 

(2) 计算 你 的 算法 所 需要 的 移动 次 数 . 

10.12 设 A 是 n 个 不 相等 的 正 整 数 构成 的 集合 ,其 中 ,n 一 2:,k 为 正 整数 考虑 下 述 
在 A 中 找 最 大 和 最 小 的 算法 MaxMin， 先 将 A 划分 成 相等 的 两 个 子 集 A, 与 A,. 用 算法 
MaxMin 递归 地 在 Ai 与 A, 中 找 最 大 数 与 最 小 数 . 令 aa; 分 别 表 示 Ai; 与 A, 中 的 最 大 
数 ,bi 与 六 分别 表示 Ai; 与 A, 中 的 最 小 数 ,那么 max(ai ya) 与 min(o ,bs) 就 是 所 需要 的 结 
果 . 计算 对 于 规模 为 7 的 输入 ,算法 Maxmin 最 坏 情 况 下 所 做 的 比较 次 数 . 

10.13 一 个 1xXn 的 方 格 图 形 用 红 ` 蓝 两 色 涂 色 每 个 方 格 ,如果 每 个 方 格 只 能 涂 一 种 颜 
色 , 且 不 允许 两 个 红 格 相 邻 , 问 : 有 多 少 种 涂 色 方案 ? 

10.14 已 知 数列 {a, 的 生成 图 数 是 A(z) 王 (1 十 z 一 妇 )1(1 一 z), 求 w 

10.15 设 数列 {a,),{6,}, (cs 的 生成 图 数 分 别 为 A(z),B(Gz),CGz), 其 中 四 一 0 
(n 宇 3) ,ao 二 1 ,ai 二 3 ,4s 二 2;0c, 二 5",nEN, 如 果 A(x)B(x) 二 C(x), 求 b,， 


递 推 方程 与 生成 通 数 


10. 16 分 别 确定 下 述 数 列 {a,) 的 生成 函数 ,其 中 : 
(eT 

人 

(3) 二 和 而 十 5 


n 
(4) | 
3) 


10.17 证 明生 成 孔 数 的 性 质 . 
10. 18 使 用 生成 函数 求解 递 推 方程 i ,二 1 有 9 … 日 初始 条 件 do 


10.19 把 15 个 相同 的 动物 玩具 分 给 6 个 孩子 ,使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 a 


3 个 ,使 用 生成 函数 确定 不 同 的 分 法 数 . 

10. 20 es 言 首发 送信 息 ,传送 一 个 信号 需要 2ps, 传 送 另 一 
个 信号 要 3ps. 一 个 信息 的 每 个 信号 紧 跟 着 下 一 个 信和 号. 

(1) 议 a, 是 在 nys 可 以 发 送 的 不 同 信号 数 , 求 与 a, 有 关 的 递 推 方程 . 

(2) 对 于 (1) 的 递 推 方程 ， ee 

(3) 用 12ns 可 以 发 送 多 少 个 不 同 的 信息 

10.21 如 果 传 送信 号 A 要 ee B 和 C 各 需要 21s, 一 个 信息 是 字符 A、B 或 
C 构成 的 有 限 长 度 的 字符 串 ( 不 考虑 空 串 ) , 问 : 用 nyws 可 以 传送 多 少 个 不 同 的 信息 ? 

10.22 设 a, 是 用 3 元 ,4 元 和 20 元 的 邮票 在 邮件 上 贴 满 r 元 邮费 的 方式 数 , 求 (4,) 的 
生成 函数 . 

(1) 假设 不 考虑 贴 邮票 的 次 序 . 

(2) 假设 邮票 贴 成 一 行 并 且 考 虑 贴 的 次 序 . 

10.23 把 nn 个 苹果 (n 为 奇数 ) 恰 好 分 给 3 个 孩子 ,如 果 第 一 个 孩子 和 第 二 个 孩子 分 的 
苹果 数 不 相 同 , 问 有 和 多少 种 分 法 ? 


10.24 设 为 自然 数 , 求 平面 上 由 直线 zx 十 2y 一 ?与 两 个 坐标 轴 所 围 成 的 直角 三 角形 
内 (包括 边 上 ) 的 整 点 个 数 ,其 中 整 点 表示 横 、 纵 坐标 都 是 整数 的 点 . 


10.25 设 三 角形 ABC 的 边 长 为 整数 ,上 且 AB 二 BC+AC 为 奇数 22 十 1, 其 中 7 为 给 
的 正 整 数 . 问 : 这 样 的 三 角形 有 多 少 个 ? 

10.26 设 百 是 一 个 字母 表 且 |3| 二 n 记 1,a 和 6 是 5 中 两 个 不 同 的 字母 . 试 求 上 的 a 
和 5。 均 出 现 的 长 为 k 放 1 的 字 ( 或 称 为 字符 串 ) 的 个 数 ， 

10.27 冯 。 育 依 曼 邻 居 问 题 . 某 种 细胞 的 增长 齐 照 下 述 规则 ,每 一 次 增长 都 是 在 上 次 
的 图 形 外 面 增加 一 圈 方 格 . 图 10. 2 的 三 个 图 分 别 表示 了 初始 格局 及 第 1 次 .第 2 次 增长 后 
的 细胞 格局 . 如 采 第 浆 次 增长 后 阴影 部 分 的 方 格 数 记 作 工人 Gz)( 即 半 阶 冯 诡 依 曼 邻 牛 中 的 元 
胞 数 ) , 列 出 关于 T(z) 的 递 推 方程 及 初 值 , 求 出 工 (2). 
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10.28 设 多 重 集 S= {co。ai,co。ar,co，as,co。ai}j,c, 是 S 的 满足 以 下 条 件 的 
)- 组 合 数 , 且 数列 {c, 的 生成 函数 为 CCz) , 求 CCz). 

(1) 每 个 a; 出 现 奇数 次 ,i 二 1,2,3,4. 

(2) al 不 出 现 ,a, 至 多 出 现 1 次 . 

(3) 每 个 a; 至 少 出 现 10 次 . 

10.29 分 别 确定 下 面 数 列 {a,}) 的 指数 生成 函数 ,其 中 . 

(1) a,=nl. 

(2) a. 

lot 

10.30 一 个 1Xn 的 方 格 图 形 用 红 、 蓝 、 绿 或 橙色 四 种 颜色 涂 色 ,如 采 有 偶数 个 方 格 被 
涂 成 红色 ,还 有 偶数 个 方 格 被 涂 成 绿色 , 问 : 有 多 少 种 方案 ? 

10.31 把 n 本 不 同 的 书 分 给 A、B.C.D 4 个 人 ,使 得 A 至 少 得 1 本 ,C 与 D 得 到 的 书 
的 数目 同 为 奇数 或 者 同 为 偶数 , 问 这 样 的 方法 有 多 少 种 ? 

10.32 由 A,B,C,D,E,F 构成 长 度 为 n 的 序列 ,如 果 要 求 在 排列 中 A 与 B 出 现 的 次 
数 之 和 为 偶数 , 问 这 样 的 排列 有 多 少 个 ? 

10.33 设 4 一 人 ,2,…，22) ,8B 一 (1,2,…,5} 是 有 穷 集 ,现在 构造 从 A 到 吾 的 函数 
f: 4 一 有 ,如 果 对 于 任意 yEranj, 都 有 | 广 !(y)| 等 于 偶数 ,其 中 , 广 !(y) 王 (zzEAAAz) 一 y 
表示 y 的 完全 原 像 , 求 满足 上 述 条 件 的 不 同 的 图 数 f 有 多 少 个 ? 

10.34 ”确定 由 个 奇数 字 组 成 并 且 1 和 3 每 个 数字 出 现 偶数 次 的 数 的 个 数 . 

10.35 证 明 : 


k 
10.36 把 5 项 任务 分 给 4 个 人 ,如 果 每 个 人 至 少 得 到 1 项 任务 , 问 : 有 多 少 种 方式 ? 


10.3 习题 解答 与 分 析 


10.1 解 - Ln+2 | (Li 十 了 3 十 … 下 ) 
(L2nt2 ml nn 
四 站 ) 人 1 -a 十 “"" mo ) 


2 | TT) (rT kt) 
k=1 


a 
10.2 (1) 特征 方程 为 x 一 7x 十 12 二 0, 通 解 为 
a ly 
代入 初 值 , 得 到 

ci1 Tc 二 4 
1 3c 十 4cs 二 6 

解 得 c 二 10,cs 二 一 6, 从 而 得 到 原 递 推 方程 的 解 为 

a, 一 10X3”"—0X4" 


(2) 特征 方程 为 x 十 1 二 0, 通 解 为 
dC—0r Te(—i" 
代入 初 值 , 得 到 
cl 十 cs 二 0 
lici 十 (一 co 一 2 
解 得 ca 三 一 tc 三 1 从 而 得 到 原 递 推 方程 的 解 为 
本 
于 是 原 方程 的 解 是 
dua—0 Wor—2(—1)s kEN 
(3) 特征 方程 为 x* 十 6x 十 9 二 0, 齐 次 通 解 为 
Qa—c1(—3)"+cn(—3)" 
设 特 解 为 P, 代 入 方程 得 到 
了 十 6P 十 9P 王 3 
解 得 P 二 3/16. 因此 原 佣 推 方程 的 通 解 为 


ou 一 aa( 一 3)" 十 cz( 一 3)" 十 立 
代入 初 值 , 解 得 ci 三 一 3/16,c* 二 一 1/12. 从 而 得 到 原 递 推 方程 的 解 为 
,=|[ 一 二 "一 : 二 ](—3> 十 


12” 16 
(4) 特征 方程 为 x? 一 3x 十 2 二 0, 齐 次 通 解 为 
a, 一 cl 1 十 cy2? 
因为 1 是 特征 根 , 设 特 解 为 Pn, 代 入 方程 得 到 P= 二 一 1. 因此 原 递 推 方程 的 通 解 为 
a —c1l"Tc2"—n 


代入 初 值 , 解 得 ci 二 1,cs 二 3, 从 而 得 到 原 递 推 方 程 的 解 为 
| 
(5) 特征 方程 为 x? 一 7x 十 10 二 0, 齐 次 通 解 为 
a, =c12" 十 c,5” 


设 特 解 为 P3” ,代入 方程 得 到 P= 一 方 . 因此 原 递 推 方程 的 通 解 为 


LT A ~X3" 


代入 初 值 解 得 c 一 与 ,cs 一 二 ,从 而 得 到 原 递 推 方程 的 解 为 
XX 一 了 X37 
10.3 (1) 令 b, 二 na, ,代入 原 递 推 方程 得 
b, Tb =2" 
bo =0 
- 2 


, : 9ntl ee 
解 得 b, 二 一 (一 1)" 十 一 ,从 而 得 到 
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De 


(2) 由 迭代 得 到 w 二 na1(n 十 2) ,经 归纳 法 验证 , 它 是 原 递 推 方程 的 解 . 
10.4 方法 1 根据 题 意 , 北 推 方程 的 解 为 玉 , 二 3" 十 人 ?十 2, 令 二 0,1,2,3, 代 入 得 
Ho=4, Hi=9, H,=27, H;=93, H,=339 
将 上 述 值 代入 已 知 条 件 , 得 下 述 方程 组 
27Co 9Cr 4C3=6 
930 27C17 9C,=6 
339Co 十 93C1 十 27C; 二 6 


PP a 
解 得 (om 一 9 a Cs -= 9 人 = b., 


方法 2 由 已 知 条 件 递 推 方程 具有 下 述 形式 : 


1 ap, 十 经 末 , 2 
Co 和 


由 于 它 的 解 是 厅 , 一 3" 十 人 “十 2, 因 此 上 述 递 推 方程 的 特征 根 是 3 和 4 , 特 解 是 2. 从 而 知 
道 这 个 递 推 方程 也 具有 下 面 的 形式 : 
EU 
对 比 这 个 方程 的 两 种 形式 ,得 到 Ci= 一 7C,,C:=12C 
下 面 计算 Cv. 由 于 特 解 是 2, 因 此 得 到 


-=P=2—7X 2 十 12X2 一 12 
忆 


2 

10.5 方法 1 全 部 可 能 的 三 角形 数 C(n,3), 其 中 以 1 条 多 边 形 边 作为 边 的 三 角形 数 

是 n(n 一 4) ,以 2 条 多 边 形 边 作 为 边 的 三 角形 数 是 n, 于 是 得 到 
N=C(n,3)—n(n—4)—n=n(n—4)(n—5)/6 

方法 2 ”建立 递 推 方程 . 设 原来 的 nn 一 1 边 形 的 顶点 是 1,2,…,n 一 1, 加 入 顶点 nn 以 后 ,n 与 
{2,3,…,n 一 2) 中 的 任何 两 个 项 点 都 能 构成 一 个 新 的 三 角形 ,这样 的 新 三 角形 有 Cn 一 3,2) 个 . 
但 是 其 中 2 一 4 个 三 角形 含有 多 边 形 的 1 条 边 . 因此 仪 由 对 角 线 构成 的 三 角形 有 Cn 一 3,2) 一 
(n 一 4) 个 .此 外 ,原来 n 一 1 边 形 的 边 {1,n 一 1}) 在 n 边 形 中 变 成 了 对 角 线 ,由 这 条 对 角 线 与 
{3,4,…,n 一 3} 中 的 任何 顶点 都 可 以 构成 一 个 新 三 角形 , 且 这 个 三 角形 的 三 条 边 都 是 n 边 形 
的 对 角 线 . 因此 又 增加 了 (n 一 5) 个 三 角形 . 令 A, 表 示 所 有 的 三 角形 数 , 那 么 A, 满 足 如 下 递 


从 而 得 到 C, 一 志 . 再 利用 前 面 的 结果 得 到 C 一 一 亡 ,C; 一 6. 


A C5) 
[A,=2 
解 得 A 二 n(n 一 4)(n 一 5)/6. 
10.6 设 a, 为 n 条 封闭 曲线 把 平面 划分 成 的 区 域 个 数 , 假设 前 n 条 封闭 曲线 已 经 存 
在 , 当 加 入 第 n 十 1 条 封闭 曲线 时 ,这 条 曲线 与 前 n 条 曲线 交 于 2n 个 点 ,这 些 交 点 将 第 
n 十 1 条 曲线 划分 成 2n 段 ,每 段 都 会 增加 一 个 区 域 ,因此 得 到 递 推 方程 
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QI 一 Cn 十 277 
2 
解 得 a, 二 ni 一 nn 十 2. 
10.7 设 n 和 干 万 元 的 投资 方案 数 为 f(n) ,那么 f(n) 满 足 如 下 递 推 方程 
f0)=f nm—1)+2f(n—2) 
[red f(2)=3 


a 


解 得 f(n) 二 3 


10.8 设 a, 是 不 含 两 个 连续 1 的 nn 位 0-1 字符 串 的 个 数 ,b, 是 以 1 结尾 且 不 含 两 个 连 


续 1 的 nn 位 0-1 字符 串 的 个 数 ,c, 是 以 0 结尾 晶 不 含 两 个 连续 1 的 nn 位 0-1 字符 串 的 个 数 ， 


那么 a 二 6 十 c,. 且 满 足 如 下 递 推 方 程 


i 
一 0 本 人 a —9 
Ci 一 |] ， C2 一 从 


0 =b, 十 C 一 


| + 3 | = 


10 
10.9 设 f(1) 为 第 1 秒 时 质点 的 位 置 , 则 
EU 
化 筒 并 给 出 初 值得 
OP 
pi f(D)=4 
该 方程 为 常 系数 线 性 齐 次 递 推 方程 , 解 得 f (7) 二 2' 十 2. 
10. 10 将 这 个 图 的 点 独立 集 分 成 两 类 : 含有 顶点 n 的 和 不 含有 顶点 的 .如果 含有 项 
点 2 那么 一 定 不 含有 顶点 2n 和 nn 一 1, 但 是 可 以 含有 或 者 不 含有 顶点 2n 一 1. 对 其 他 顶点 的 
取舍 有 f,-: 种 方法 . 如 果 不 含 有 顶点 n, 那 么 可 以 含有 或 者 不 含有 顶点 2n, 对 其 他 顶点 的 取 
舍 有 f,-1 种 方法 ,于 是 得 到 促 推 方程 
jet Ta 
[f=1， 有 i=2 


f=—3 YB) 3)’ 


10.11 (1) 算法 分 三 步 , 具 体 步 骤 如 下 : 
O 递归 地 将 上 面 的 2(n 一 1) 个 盘子 从 A 柱 移 到 B 柱 ; 
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用 2 次 移动 将 最 大 的 2 个 盘子 从 A 柱 移 到 C 柱 ; 
G) 递归 地 将 B 柱 的 2(n 一 1) 个 盘子 从 B 柱 移 到 C 柱 . 
(2) 设 2n 个 圆 盘 的 移动 次 数 是 了 (2z) , 则 
JE AR 
qi 
通过 迭代 解 得 
了 (we 
10. 12 设 算 法 对 于 规模 为 n 的 输入 在 最 坏 情 况 下 的 比较 次 数 是 T(n) ,那么 有 
T(n)=—=2T(n/2)+2 
Pq 


T(n)=3n/2—2 
10.13 设 a, 是 nn 个 方 格 的 涂 色 方案 数 , 将 这 些 方案 按照 最 后 一 个 方 格 是 红色 和 蓝 色 
分 成 两 类 . 如 果 最 后 一 个 方 格 是 红色 ,那么 相 邻 的 方 格 一 定 是 蓝 色 ,这 种 方案 有 a,_;: 种 ;如 果 
最 后 一 个 方 格 是 蓝 色 ,这 种 方案 有 a,_1 种 ,因此 得 到 递 推 方程 


|a 一 4， dz 一 3 


i 5 | 


从 而 解 得 


Cn 一 


.2 一 
10.14 A(x) = 了 十 工 一 工 一 工 十 一 — 一 工 十 Dr 
” = 这 


] 一 
从 而 得 到 a 二 1(n 关 1) ,ai 一 2 
10.15 方法 1 根据 题 意 给 出 递 推 方程 


aobo co = 1 
aobi Tw 一 C1 字 0 一 2 


asb, 十 dB 1 十 ap =ce,o, 3b,_1 T2060,_,=0" 


将 已 知 条 件 代 入 得 
ts | ee 
1 b=2 
nn 十 2 


a 
C(X)= > Ti 1" 一 一 ， A(x)= > ae 一 1 十 37 十 22 


一 用 
于 是 得 到 
Cr) ] 
0 | | 
_25、 a | 


i | 1 十 27 6 1 十 并 


北 推 方程 与 生成 范 阁 


二 1 人 i 1 ) "rr" 10 
42 i { 一 忆 0 二 必 
从 而 得 到 革 
妖 十 2 
如 二 十 廊 ( 一 2)" 一 1) 


42 


人 (—1)"(n 1)x" 
n=0 


DD 


>| 4 i >》, (= | (2 十 1)zdz 
0 0 


手 一 赂 


| 上 n, P 十 ] 一 i 
me Sl 1)"x Ee 


nn 二 0 
[干部 (1 十 zx 
ff 112npn — > RR 1 
(2) A(z) = DD" = D2) = TF 


(3) A(x) = 3 (nT 95)7x” = 3 (1 十 1)22 十 Yd" 


将 一 心 姑 三 0 六 三 属 


.= >》 (nn 十 1)x”"， 则 


nt 二 0 
| .Bodz = D) er TB = 0 
. n= S . 
从 而 得 到 
A(x)= ] 4 0 一 4 


(] 一 元 ) a (1—xy 


“日 
gl . 


(4) 与 前 面 (1) 和 (3) 小 题 类似 , 利 用 级 数 积分 的 性 质 , 最 终 


10.17 性 质 1 B(x) = D1 人 = Do, a = a >》 ar’ ~ oA (xz) 
pp nm 一 


性 质 2 C(x) = > xX" 一 3 (a;, 十 DJ) = 一 ar" >》 DT = A(z) B(x) 
Nn 二 0 天 一 小 
性 质 3 根据 条 件 列 出 下 述 等 式 


co OC—aobo 


洒 


CITX— do pi 于 | | bo XT 


Cr —abyr Tabr Tabor 
C Ze 一 CD Tx" Tab, rz Ta bo 


将 以 上 各 式 两 边 分 别 相 加 并 化 简 ,得 到 
C(xX)=ao B(x) TarB(r)i tar BT) =—=A(r) « B(r) 


已 中 


性 质 4 B(x) = > 一 Yasir” = PD 一 7 >》 aa 二 二 
nn 二 0 如 一 | 天 一 


二 0 
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性 质 5 B(x) = > 一 Dar 
放 二 几 二 改 
二 B(x)，。x' = 

二 必 

{ 一 】 


7 “= AW— Da Ea 


>B(x) = sie, >》 aaa 


好 一 属 


性 质 6 根据 已 知 条 件 列 出 下 述 等 趟 
bo = ao 


se a ee he 


br =aox Tar car 


7 ee i he ea he 


将 上 式 两 边 相 加 ,得 到 


B(z) 二 ao (1 十 xz 十 十 …) 十 qxz(l 十 xz 十 十 … 


一 (an A -nl Le Fe 
一 
-= 


ey ee 


) 


性 质 7 因为 A(1) 收 敏 ,所 以 名 = > ai 存在 . 


bo =aodtar 十 d 十 … 王 上 (1]) 
bz= axztazsztt=|A(l) 
b,x = as TX 十 … 二 | A(1) 


Un ' 洋 


do Ul I 


Ee QZ 十 一 | A(1) 一 ao 一 一 GZ 


将 上 式 两 边 分 别 相 加 并 化 简 ,命题 得 证 . 


性 质 8 B(x) = 了 == Se 三 二 BD ~ Al(ar) 
n=0 n=0 n= 


性 质 9 A(x) = Dj arr’ 
nn 二 洛 
对 x 求 导 得 到 


CD 


A’ (x)= > na.x”" | 二 > bt”! —— >》 br"——B(z) 
x= | “”” 有 一 (0 oe 


n 二 1 


于 是 B(x)=xA’ (zx). 


: 质 10 B(x) = 》b,x" 一 dn 
人 性质 (zx) Db 2 1 
a Hy DZ dx 三 一 
(XxX) dx = 二 |， 2 7 一 一 


10. 18 RE 


) 十 … 十 a_.x”(1 十 x 十 十: 


i EPR 


A(z) 王 >》, ai 一 2 十 3a，1 习 一 2 十 3x dt 2 3rA(z) 10 
k=0 k=1 Eo— 必 
解 得 和 


(1 一 3z)A(Cz) 一 2 
>A(z) 一 一 -一 SE 


于 是 得 到 a 二 2X34. 
10. 19 设 z ,Xz，…,X6 分 别 表示 6 个 孩子 得 到 的 玩具 数目 ,因此 得 到 如 下 不 定 方程 
5 
IN 
该 方程 对 应 的 生成 函数 是 
G(Cz) 王 (y 十 多 十 交 ) 三 多 (1 十 yy 十) 
上 述 多 项 式 展开 式 中 xs 的 系数 就 是 (1 十 y 十 y2)* 的 展开 式 中 的 系数 . 于 是 得 到 
(1 十 y 十 光 ) 王 … 十 C(6,3)(01 十 y) (yy 十 CC6,4)(1 十 y) Cy 六 十 … 
一 … 十 20(1 十 3y 十 3y 十 y 十 15(1 十 2y 十 yy 十 … 
0 
于 是 得 到 方程 的 正 整数 解 有 50 个 , 即 分 配 玩具 有 50 种 方法 . 
10.20 (1) 设 ww 表示 ?ps 传送 的 不 同 的 信息 数 ,那么 
ET 
(2) 0 一 0ay =1,as=1, 
(3) 从 =d 十 aas 王 as 十 am, 有 顺序 计算 可 得 ay 三 12. 
10.21 设 ww 表示 ?ns 送 的 不 同 信息 数 , 那 么 得 到 递 推 方程 如 下 
/大 
nls t= 
Win Bl 
a 
10.22 (1) 如 果 不 考 虑 邮 暴 的 顺序 ,每 种 邮票 使 用 的 张 数 不 同 决定 了 不 同 的 方案 . 设 3 
元 、4 元 和 20 元 的 邮票 分 别 使 用 rz zz 和 zs 张 , 则 得 到 下 述 方程 
3z1 十 4zs 十 207s 一 7 
.MN ze 
于 是 ,生成 图 数 为 
Ji 
(LE ) 
G(y) 的 展开 式 中 y* 的 系数 就 是 方案 数 . 
(2) 如 果 考 虚 邮 昧 的 顺序 ,那么 贴 & 张 邮 票 可 能 得 到 的 总 邮资 数值 由 (Cy 十 y 十 y”)* 中 
y 的 虎 指 数 确定 ,而 对 于 给 定 的 邮资 ,其 系数 则 代表 了 用 张 邮 轩 巾 出 这 种 邮资 的 方法 
数 . 如 


| | 3 
oty t= + je + |, je +| jepoo 


G(y)= 
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3 3 | 3 
十 (人 六) 六 十 和 VC) 
on ole 
+| 及 woz+| js re + jo 

111 003 030/ 


一 y 十 3y 十 3y 十 3y 十 3y 十 3y ”十 3y“ 十 6y "十 y 十 y 
这 说 明 用 3 张 邮 票 贴 9 元 邮资 只 有 1 种 方法 , 贴 11 元 邮资 有 3 种 方法 , 即 : 3 十 4 十 4， 
4 十 4 十 3,4 十 3 十 4.… 根 据 上 述 分 析 , 考 虑 邮票 顺序 情况 下 的 生成 了 渔 数 是 
1 十 (7 ty Ty thy Ty ty ) tI ty ty 
上 述 展开 式 中 y 的 系数 就 是 贴 出 7 元 邮资 的 方法 数 ， 


10.23 ”每 个 孩子 至 少 得 到 一 个 苹果 的 分 法 数 是 方程 zi 十 zz 十 x 一 n 一 3 的 非 负 整数 解 
的 个 数 ,其 生成 函数 为 


] 
A(Cy) 王 (1 十 y 十 入 人 一 (这 
上 述 展开 式 中 y-* 项 的 系数 为 一 一 


前 两 个 孩子 苹果 数 相 等 的 分 法 数 为 方程 2z 十 zs 一 na 一 3 的 非 负 整数 解 个 数 . 当 为 奇 
数 时 ,z 为 偶数 ,有 2 种 取 法 ,于 是 


N= Dn 2) 21 


n—1)(n—3) 
2 yy py 
整 点 个 数 为 以 下 方程 非 负 整数 解 的 个 数 a， 
TH2Yy=r rr 二 0,1,** 


10. 24 


设 关 于 {a,}) 的 生成 函数 为 


| 1 I Nt ] 
和 TE ep | 于 J 


1 
1 十 > 
一 1 > I 2 we 5 (1+r)z 


| r=0 
于 是 
a 
Qr 一 7 二 1 三 ] ) 
= 至 713+l1v 1 1 
N pa ds 和 [3 ee 1 汪汪。 ee )" =- CE 8 [1 二 (一 1)"|] 
nt2)’ n 为 偶数 
ntl) (nt3) n 为 奇数 
10. 25 


wr -J ss 一 271 | 
C1 stp sta 0 


| 加 2 下 X39 Xl 十 并 Ta ' 


人 TTa wi 
以 上 条 件 等 价 于 L112. wo 


递 推 方程 与 生成 通 数 


设 N, 是 所 有 可 能 的 三 角形 个 数 ,N, 是 一 条 边 长 超过 的 三 角形 数 .考虑 不 加 限制 条 件 国 
i - 
, 十 3 一 = 十 2 
A(Cy) 王 (1 十 y 十 交 十 … er -> 办 小 = 二 之 | } 


展开 式 中 yz+1 的 系数 是 Ni 二 (2n 十 3) (n 十 1). 
如 果 一 条 边 长 超过 nn, 这 种 三 角形 数 N, 相 当 于 方程 x 十 x; 十 x 二 nn 的 非 负 整数 解 的 个 
数 , 这 个 数 是 Ns=5(nt2) (nt1), 由 于 三 条 边 总 长 等 于 2n 十 1, 不 可 能 两 条 边 长 同时 超过 
n, 于 是 所 求 的 三 角形 数 
N=Ni—3Ns=(2n+3) (二) 一 六 (a 十 2) (十 1D 二 地 (十 Dn 
方法 2 根据 题 意 写 出 生成 函数 如 下 


1 .nl1 \3 
人 


(1 一 y) 
Ee 
一 (1 一 3 1 二 3y" 十 y""3) 3 1" } 
天 一心 
上 述 展 开 式 中 光一 项 的 系数 为 
2 
、 2 名 2 
10.26 方法 1 设 所 求 的 有 位 字符 串 的 个 数 为 at,ftas) 的 指数 生成 图 数 为 
a 


ee er — Dem Ue 十 e (nO—2)r 


所 i |， AT (一 2 
= > Er 二 CD ne 二 六 


x 的 系数 为 
千 = 记 区 —2(n—1)* 十 (n—2)* | 
因此 所 求 字 符 串 的 个 数 为 a = 二 一 2(n 一 1)* 十 (mn 一 2)*. 
方法 2 设 S 表 示 王 上 的 长 为 & 的 字符 串 的 集合 ,构造 子 集 
一 {7|x7ES,7 不 含 a}， B 一 {7|xES,x 不 含 b) 
其 中 
S|=w，|A|=|B|=—1), |ANB|=(n—2)’ 
根据 包含 排斥 原理 ,所 求 的 字符 串 的 个 数 为 
AnBl=1Sl 一 AI 一 IBI+IAMmB 
= 一 2(n 一 1) 十 (n 一 2)* 
10.27 根据 给 定 条 件 列 出 递 推 方程 如 下 : 
T(n)=T(n—1)+4n 
TT(0)=1 
根据 迭代 解 得 
T(n) 二 2n 十 2n 十 1 
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| f WE 

10.28 (1) CCz) 一 (z 十 之 十 一 站 一 

(2 ) C=IHDAtrtr tn) 
Tr 


nr 101 1 12 | ,4 
(3) C(x)=(x 十 Z zx“ 十") 0) 


10.29 (1)G.(x) 2 | RE 外 二 志 


(3 ) Cr (zy) 一 sa 本 
n= 二 0 nl 


10.30 ”指数 生成 函数 为 
A FP T 十 到 十- 外 Fe i 十 - ] 


人 te Ce 一 | 
— rn 1 nT 上 二 ] 
和 


-全 1 


1 n 二 0 


10.31 列 出 指数 生成 函数 如 下 .: 


a Ps 
G, (x) -ee |[( Se 二 人 2 ) | 


=(e*”— e@’) 7[(e” 十 2 十 e 季 ) 十 (e 王 一 2 十 e 生 ) 


2 
解 得 
0 n= 二 0 


10.32 方法 1 用 指数 生成 函数 


方法 2 设 序列 数 为 a, 则 
a = 4an 1 +2(6™! — a, 1) 


| 4 一 4 


一 (etz er)(er 十 er) = pl 


说 推 方 程 与 生成 函 禾 


间 第 
10 


a 二 (2" 十 6")/2 辣 
10.33 一 个 函数 f: A 一 B 是 集合 各 
mts 
每 个 函数 对 应 于 序列 《yi ,yz ，…ya >》 其 中 国 数值 yj ,ys，… ,yz, 取 目 集 合 B 二 {1,2,…,5}， 
可 以 把 (yi ,ys，… ,yzn) 看 作 B 的 一 个 有 序 可 重复 的 选择 ,并 且 每 个 元 素 1,2,…,5 在 其 中 都 
出 现 偶数 次 . 容易 看 出 ,每 个 元 素 出 现 的 次 数 不 超 过 2n. 
议 选 法 数 是 w , (ax) 的 指数 生成 函数 是 ，; 


到 (e” 十 Beere 十 10eze 十 10e~*e 3 十 5ere 4 民 十 人 


一 于 (er 十 5es 十 10ez 十 10ez 十 5e3 十 ez) 


] — ner” 
DE 让 


到 +102 CD x" 


其 x*/k1 的 系数 是 ， 
[5 十 5。3* 十 10。01 十 10。( 一 1 十 5。( 一 3 十 (一 5)*| 
当 = 2n 时 ， 


N 一 元 [5 十 5 。32 十 10 十 10 。( 一 1)2 十 5 。( 一 3)2 十 (一 5)2 


一 元 (2 .52 十 10 。32 十 20) 

1 

94 

例如 , 当 n==1 时 ,通过 yi 与 的 选择 构成 的 (yi ,ys) 只 有 5 种 , 即 (1,1),(2,2),(3,3)， 
{4,4),<5,5》, 而 


一 (5 十 5。3” 十 10) 


as 一 (5X5 十 5X9 十 10)/16 一 5 
10.34 设 组 成 7 ay, 则 


本 a 3 
A.(z)= bs 下 + ] (1+ 音 + 夺 +… 


使 用 指数 生成 函数 , 求 得 
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ER 
an 一 十 " To3 7 


10.35 ”等 式 右边 对 应 了 将 个 不 同 的 球 放 到 xz 个 不 同 的 盒子 且 允 许 空 盒 的 方法 数 , 即 
z. 将 这 些 方法 按照 含有 球 的 盒子 个 数 进行 分 类 ,只 放 和 人 大 个 盒子 的 方法 数 是 


Tn nn (7 nn : : : 
Ik| = P(r,k) 一 TXT—1) (rk 二 1) k=1,2 ,nn 
\ 天 k k |k 


因此 总 方法 数 需要 对 有 & 求 和 ,这 就 得 到 等 式 左 边 的 公式 ， 
10.36 方法 1 把 工作 分 配 看 作 从 5 个 工作 的 集合 到 4 个 雇员 的 集合 的 函数 . 每 个 雇 
员 至 少 得 到 1 项 工作 的 分 配方 案 , 对 应 于 从 工作 集合 到 雇员 集合 的 一 个 满 射 函 数 . 因此 


41! \=240 
四 
因此 存在 240 种 方式 来 分 配 工作 . 
方法 2 设 所 有 的 分 配方 案 构成 集合 S, 座 员 i 没有 得 到 工作 的 分 配方 案 构成 子 集 A.,， 
i 二 1 ,2,3,4. 那么 


S|=4 

A;|=3 t=1s2.3,4 
ANMA,|=2 li<j 志 4 
[ANA NA | =. 1<i<j<k<4 
(|=6 


代入 包含 排斥 原理 ,得 到 


整除 5 | a, 因 于, 倍数, 带 余 除法 c= 王 ap 十 r,0 和 二 10| ,余数 r= 二 a mod 0. 
大 于 1 且 只 能 被 1 和 目 身 整除 的 数 称 作 素数 . 大 于 1 的 非 系 数 称 作 合 数 . 
算术 基本 定理 任何 大 于 1 的 整数 a 有 系 因 子 分 解 
4 二 加 pz "pk 
其 中 ,pi ,ps,… ,ps 是 不 相同 的 素数 ,mm ,7r,,… ,ri 是 正 整 数 , 并 且 在 不 计 顺 序 的 情况 下 ,该 表 
征 唯 一 的 . 
有 无 穷 多 个 系数 . 记 x(n) 为 小 于 等 于 nn 的 系数 个 数 . 


素数 定理 ”lim x = 


一 十 co N/ Inn 

埃 拉 托 斯 特 尼 (Eratosthene) 筛 法 一 一 求 任意 给 定 正 整数 以 内 所 有 和 又 数 的 方法 . 

2， 了 最 大 公约 数 与 最 小 公 借 数 

a 与 5 的 公 因子 (公约 数 ) 与 公 倍数 ,最 大 公 因 子 (最 大 公约 数 ) gcd(a,p) 与 最 小 公 倍数 
lem(a,6)， 如 果 gcd(a,5)= 二 1, 则 称 a 和 2 互 素 . 

定理 11.1 (1) 看 ac | m6b|m; 则 lcem(a,6) | m. 

(2) 若 La:,dgl2, 则 da | gcdCa,o)， 

(3) 设 a= 二 gb 十 r, 其 中 a、6b6、g、r 都 是 整数 , 则 gcd(a,6b) = 二 gcd(b,7). 

(4) 设 a 和 2 不 全 为 0, 则 存在 整数 x 和 yy ,使 得 gcd(a,b) 一 ra 十 yb. 

(5) a 和 6 互 素 的 充分 必要 条 件 是 存在 整数 x 和 y 使 得 xa 十 yb 二 1. 

设 4 二 pi pr pr ,6 二 pi pz2… 如 ,其 中 pi,ps，… ,ps 是 不 同 的 素数 ,ri srs，… sri, 51， 
s2，… ,5 是非 负 整 数 , 则 


gcd(a,b)= i i ts ,82 ) Tin sh) 


lem(a 0) 一 pr ms) parr) sa, par ssh) 
辑 转 相 除 法 (又 称 欧 几 里 得 算法 ) 一 一 求 最 大 公约 数 的 方法 . 
3. 同 余 
如 果 mm | a 一 5b, 则 称 a 与 2 模 m 同 余 , 记 作 < 三 ppCmod m). 
(1) 同 余 关系 是 等 价 关 系 , 即 同 余 关 系 具 有 目 反 性 、 传 递 性 和 对 称 性 . 
(2) 模 算 术 运 算 部 4 三 b(mod m),c 三 d (mod m), 则 
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4 士 c 三 0 士 dL(Cmod m)， ac 三 bd(mod m), a’ 三 b’ (mod m) 

其 中 名 是非 负 整数 . 

整数 a 在 模 m 同 余 关 系 下 的 等 价 类 称 作 a 的 模 m 等 价 类 , 记 作 [aj; ,人 简 记 作 [Laj. 整数 
集合 Z 在 模 m 同 余 关系 下 的 丙 集 记 作 2Z;. 在 ZZ 上 定义 加 法 和 乘法 如 下 : 

[al+[5|=[at+6|, | (65|=Lab| 

4. 一 次 同 余 方程 

定理 11.2 设 光 0, 一 次 同 余 方程 ax 三 c(mod m) 有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 
gcd (a,m) | i. 

设 xo 是 方程 的 一 个 解 , 则 方程 的 解 可 写成 x 三 xo (mod m). 

如 果 ab 三 1(mod m), 则 称 5 是 a 的 模 m 逆 , 记 作 a '(mod m) 或 a .. 

定理 11.3 (1) a 的 模 m 逆 存 在 的 充分 必要 条 件 是 a 与 m 互 素 . 

(2) 设 a 与 m 互 系 , 则 在 模 m 下 a 的 模 m 逆 是 唯一 的 , 即 a 的 任意 两 个 模 m 逆 都 模 m 
同 余 . 

中 国 剩余 定理 (孙子 定理 ) 设 正 整数 ma ,ms，,… ,ma 两 两 互 素 , 则 一 次 同 余 方 程 组 

Zal(mod mi) 


Zar(mod m,) 


X=a;, (mod m,) 

有 整数 解 ,并 且 在 模 mw 二 mm…m 下 解 是 唯一 的 , 即 任意 两 个 解 都 是 模 m 同 余 的 . 

令 Mj; 二 m/mi;, 设 Mi 的 模 m; 逆 为 Mi ,i 二 1,2,…,&, 则 同 余 方程 组 的 解 为 

Ta M7 MI 十 arNM AM 十 … 十 aeM， MGCmod m) 

设 aymz，… ,ms 是 上 个 大 于 1 的 两 两 互 素 的 正 整 数 ,z 的 模 表 示 x 二 (xi ,x2，*… ,Xj)， 
其 中 x, 二 x mod msi 二 1,2,… ,kk， 利 用 整数 的 模 表 示 可 以 做 训 二 mmro…m; 以 内 的 加 , 减 、 

5， 欧 拉 定 理 和 费 马 小 定理 

欧 拉 函 数 $(n) 等 于 {0,1,…,n 一 1) 中 与 n 互 素 的 个 数 ， 当 为 系数 时 ,$(n) 二 n 一 1. 

欧 拉 定 理 设 a 与 2” 互 素 , 则 cg" 三 1(mod nn). 

费 马 小 定理 设 户 是 素数 ,oa 与 六 互 素 , 则 at :三 1(Cmod p). 
男 一 种 形式 , 设 p 是 系数 , 则 对 任意 的 整数 4a, a? 三 a(mod p). 


11.2 习 总 


11.1 判断 下 述 各 命题 是 否 为 真 . 

“| S| | 214 1 | | 

11.2 争 出 24 的 全 部 因子 

11.3 ”对 下 述 每 一 对 数 做 市 余 除 法 ,第 一 个 数 是 被 除数 ,第 二 个 数 是 除数 . 

(yo TI TW 12 (dd 19) =28.7 (0) 0 

11.4 设 a.b.c.d 均 为 正 整 数 ,下 述 各 命题 是 否 为 真 ? 大 为 真 ,请 给 出 证 明 ; 否 则 ,请 给 
出 反例 . 


初 委 数论 


(1) 奉 a | cb|c; 则 ab | ce; 
(2) 邦 a|c,bld, 则 ab | cd; 
(3) 看 ap|c, 则 a | ce; 
(4) 奉 a | Bbc,; 则 a |2 或 a | 
11.5 给 出 下 述 正 整 数 的 系 因 子 分 解 . 

126, 256, 1092, 6325, 201 
11.6 判断 下 述 正 整数 是 系数 ,还 是 合 数 . 

TS 

11.7 设计 用 坎 拉 托 斯 特 尼 入 法 求 正 整数 N 以 内 的 所 有 系数 的 算法 . 
11.8 证 明 : 对 任意 的 整数 ”， 
(1) 6 | n(nt1) (nt2). 


地 二 泄 


5 Ea 3 日. 贡 
【了 5 ni | a7 Ten 是 整数 ， 


11.9 证 明 : 对 任意 的 整数 n>1,1+ 志 十 … 十 二 不 是 整数 . 


11.10 (1) 设 全 体系 数 从 小 到 大 顺序 排列 为 ; pi 二 2,ps 二 3,ps,ps，…. 试 证 明 ， 
p, 2 1 一 ],2,…… 

(2) 证 明 : x(x) 这 logylogsXx， 7 之 2 

11.11 如 果 整 系数 代数 方程 aox* 十 ayx” 十 … 十 a,_17 十 a, 二 0 有 非 零 整数 解 
u | a,. 

11.12 下 述 方程 是 含有 下 

Ie 

[de 4=0 

(9) 

(4) 27x° 十 5zx* 十 9x 二 0 

11.13 利用 系 因 子 分 解 , 求 下 述 每 一 对 数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 . 

(1) 1755140 (2) 72,108 (3) 315,2200 

11.14 求 满足 gcd(a,6)= 二 10 年 lem(a,6b) 二 100 的 所 有 正 整 数 对 a,b. 

11.15 设 p 是 系数 ,a 是 整数 , 则 当 p|a 时 ,gcd(p,a)= 二 p; 当 pla 时 ,gcd(p,a)= 二 1. 

11.16 对 任意 的 整数 xz、y.u.v, 有 gcd(a,b) 夺 gcd(xa 十 yb ,ua 十 vb). 

11.17 用 轧 转 相 除 法 求 下 述 每 一 对 数 的 最 大 公约 数 . 

(1) 85,125 (2) 231,72 (3) 45,56 (4) 154,64 

11.18 下 述 每 一 对 数 a,b 是 否 互 素 ? 若 互 素 , 试 给 出 吉 

(Ty ZAds33 2) B39 (3) 0059539 4) IJ02dsil29 

11.19 求 下 述 每 一 对 数 的 最 大 公约 数 , 其 中 是 整数 ,k 是 正 整数 . 

(1) 2a—1s2n Tl (2) 2ns2(tn Tl) (3) Ensk(nT2) 

11.20 设 a、5b 是 两 个 不 为 0 的 整数 ,d 为 正 整数 , 则 d 二 gcd(a,6) 当 且 仅 当 存在 开 
和 y 使 得 a 二 dr,6 二 dy, 且 XY 与 y 互 素 . 

11.21 证 明 : 对 任意 的 正 整数 a 和 6,ab 二 gcd(a,6)，lcem(a,b). 


数 解 , 试 求 出 所 有 的 整数 解 . 


数 解 ? 大 有 于 


数 工 和 y 使 xa 十 yb 二 1. 
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11.22 ”证明 ; 如 果 a | pc, 且 a,p 互 素 , 则 a ||. 

11.23 设 a,b 互 素 , 证 明 . 

(1) 对 任意 的 整数 ,gcd(m,ab) 二 gcd(m,a)gcd(m,0b). 

(2) 当 d>0 时 ,qd | ab 当 且 仅 当 存在 正 整数 di .dz ,使 = 一 dd ,di |a,ds | 0 并且 
的 这 种 表示 是 唯一 的 . 

11.24 设 a,b 是 整数 ,证 明 ; 11 | a 十 5Y 当 且 仅 当 11|la 且 11 |56. 

11.25 判断 下 述 命 题 是 否 为 真 , 


(1) 758 三 246 (mod 18) (2) 365 三 一 3(mod 7) 
(3) —29 三 1 (mod 5) (4) 352 夺 0(mod 11) 
11.26 给 出 使 下 述 同 余 式 成 立 且 大 于 1 的 正 整 数 mm: 
(1) 35 三 14(mod m) (2) 10 硅 一](mod m) 
(3) —7=21 (mod mn) (4) 37 三 30 (mod m) 


(5) 8=2(mod m) H 7=—2(mod m) 

11.27 写 出 Zi 的 全 部 元 系 以 及 Z: 上 的 加 法 表 和 乘法 表 . 

11.28 写 出 Z 的 全 部 元 素 以 及 Zs 上 的 加 法 表 和 乘法 表 . 

11.29 利用 主教 材 例 11. 8 中 给 出 的 计算 公式 ,计算 珍珠 港 日 1941 年 12 月 7 日 是 星 
期 几 . 

11.30 验证 M 月 1 号 的 星期 数 与 当年 3 月 1 日 的 星期 数 wy 之 差 为 L(13M 一 11)/5j 
(mod 7). 从 而 得 到 y 年 m 月 4d 日 星期 数 的 为 一 个 更 简便 一 点 的 计算 公式 : 

w 三 2 一 2C 十 XX 十 [X/4 | 十 [C/4 | 十 [(13M 一 11)/5 | 十 d(mod 7) 

其 中 ,M 一 (m 一 3)mod 12 十 1,Y 一 y 一 LM/11 片 100C 十 X. 

11.31 证 明 同 余 关系 是 等 价 关 系 , 即 同 余 关 系 具 有 

(1) 自 反 性 : ”4 三 a(mod m) 

(2) 传递 性 4 三 b(mod m) ,bc(mod m)SSa=c(mod m) 

(3) 对 称 性 ， 4 三 b(mod m) 字 0 三 a(mod m) 

11.32 模 算 术 运 算 . 设 4 三 b(mod m),c 三 d (mod m), 则 

atc=btd(mod m), ac=bd (mod m) 

11.33 证明; (1) 设 d 宇 l,d | m, 则 a 三 b (mod mm) 之 a 三 b(mod d); 

(2) 设 d 三 1, 则 a 三 b(mod m) da 三 db (mod dm); 

(3) 设 c 与 m 互 系 , 则 a 三 b(mod m) 合 ca 三 cb(mod m). 

11.34 下 述 命题 是 否 为 大 ? 在 为 呐 , 试 证 明之 ;在 为 假 , 试 给 出 反例 . 

(1) 若 导 三 央 (mod m2) , 则 ac 三 p(Cmod m2) 或 4 三 一 b(mod m); 

(2) 在 a 三 b(mod 7 加) , 则 必 三 六 (mod m); 

(3) 在 必 三 呈 (mod m’), 则 a 硅 b(mod m); 

(4) 奉 4a 三 b(mod mn), 则 a 三 b(mod m) H a6 (mod 7 ) ; 

(5) 寿 a 三 b(mod mm) 有 a 硅 b(mod 7n), 则 a 硅 b6 (mod mn). 

11.35 下 述 一 次 同 余 方程 是 否 有 人 解 ? 奋 有 解 , 试 给 出 它 的 全 部 解 ， 

(1) 97=3(mod 6) 

(2) 47x 三 3(mod 6) 


初 合 数论 


taod 5) 
(4) 87 三 20mod 4) 
(5) 20 x 三 12(mod 8) 
11.36 ”对 下 述 每 一 组 a .bm, 验 证 5 是 a 的 模 m 道 ， 
四 本 于 | | [3 llllsl2 (4) 6,11,13 
11.37 对 下 述 每 一 对 数 a 和 mn, 是 否 有 4a 的 模 m 逆 ? 大 有 , 试 给 出 . 
| 52 (2) 8,12 (3) 18,7 | (5) —1,9 
11.38 解 下 述 一 次 同 余 方程 组 . 
(1) 7 三 1(mod 3) 
7T 三 2(mod 4) 
Xx 三 3(mod 5) 
(2) zx 三 1 (mod 3) 
5 三 一 (mod 5) 
Xx 三 一 2(mod 11) 
(3 92= 1 (mod 5 
47+ 三 3(mod 11) 
11.39 把 一 次 同 余 方程 19x 夺 559(mod 1155) 化 成 模 较 小 的 一 次 同 余 方程 组 并 求 
解 之 . 
11.40 某 人 每 工作 8 天 后 休息 2 天 . 一 次 他 恰好 是 周 六 和 周 日 休息 . 问 : 这 次 之 后 他 
至 少 要 多 少 天 后 才能 恰好 赶 上 周 日 休息 ? 
11.41 求 四 个 相 邻 整数 ,它们 依次 可 被 4.9、25、49 整除 , 
11.42 给 定 模 二 9,mz 二 7 ,m3 二 5y 设 =17,y= 二 8， 
(1) 给 出 zx,y 的 模 表 示 . 
(2) 计算 x 十 y,X 一 y 和 zxy 的 模 表 示 ， 
(3) 利用 (2) 的 结果 计算 x 十 y,x 一 y 和 zxy. 
11.43 下 述 方程 是 否 有 整数 解 ? 硅 有 , 试 给 出 所 有 的 整数 解 . 
(1) 3xT2Yy=6 
(2) 127 一 9y 一 8 
11.44 设 mm>0,d=gcdCa,) 且 wd | c 证 明 : 一 次 同 余 方程 wz=c(Cmod m) 在 模 m 下 
有 d 个 解 ， 
11.45 设 m 之 1,ac 三 bc(mod m),d 二 gcd(c,m) ,证 明 . a 三 b(mod m/d). 
11.46 设 b 是 系数 , 奉 广 三 1(mod p) ,证明 ; Xx 三 1(mod pp) 或 Xx 三 一 1(mod p). 
11.47 设 正 整 数 w 二 n. 证 明 : 2 一 1 | 2” 一 1 当 且 仅 当 7 
11.48 设 m,n 是 正 整 数 , 证 明 ; gcd(2” 一 1 ,2 一 1) 二 2sw…* 一 1， 
11.49 证 明 : 所 有 的 梅森 数 两 两 互 系 . 
i150 Bus whe] 二 岗 
互 素 . 
11.51 设 书 =22 十 1,n 二 0,1,2,…, 证 明 : 对 任意 的 2 天 mm ,已 与 下 。 互 素 . 
11.52 证 明 : 存在 无 穷 多 个 7 使 得 8%(2z) 二 内 2 十 1). 


地 二 泄 


nnn, 
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11.53 证 明 欧 拉 函 数 具 有 下 述 性 质 . 

(1) 看 72 和 交互 素 , 则 wo) 一 上 2)802). 

(2) 设 p 为 系数 ,k 为 正 整 数 , 则 $8(p*)==p” (bp 一 1). 

(3) 设 n 记 1, 它 的 系 因 子 分 解 为 nn 二 pi pz…p”, 则 
$=pn (pr—Dpr (ps—l)pr (p,—1) 

| 1 
一 71 册 Ea 

11.54 证 明 : 当 n 宇 3 时 ,2 | $n). 

11.55 设 n 这 3 是 素数 ,证 明 : 小 于 的 正 整 数 中 除 1 和 一 1 外 可 分 成 对 ,使 得 每 一 

11.56 证 明 威 尔 示 (Wilson) 定 理 : 设 ”>1, 则 ”是 素数 当 且 仅 当 (一 1)1 = 三 

一 1(mod n). 

11.57 利用 费 马 小 定理 计算 下 列 各 式 . 

(1) 2”mod 5 (2) 3 mod 7 (3) 8 mod 11 

11.58 设 m 与 n 互 素 ,证 明 ; mt? 十 ns 二 1 (mod mn) 

11.59 设 f(x) 是 整 系 数 多 项 式 ,p 是 系数 . 证 明 : (f(x))? 寺 f(x?)(mod Zp) 


下 一】 


11.60 设 p 是 素数 ,pla. 证 明 : 对 任意 的 正 整数 &,p* | at 
11.3 习题 解 谷 与 分 析 


11.1 假 , 真 ' 真 , 假 , 真 , 假 , 假 . 
iT 
11.3 (1) 35 王 8X4 十 3. (2) 5 王 0X8 十 5. (3) 12 王 4X3 十 0. 
(4) 一 4 王 一 2X3 十 2. (5) —28 二 一 4X7 十 0.。 (6) 一 6 二 2X (一 4) 十 2. 
11.4 (1) 假 . 反例 ; 4 | 12,6 | 12, 但 4X6/12. 
(2) 真 . 证 明 : 由 题 设 ,存在 整数 户 、k; ,使 得 c= 二 ka,d 二 kb, 从 而 有 cad 二 有 kzab ,得 证 
ab | cd. 
(3) 真 . 证 明 : 存在 整数 ,使 得 c= 二 k(ab) 二 (kb)a, 得 证 a | cc. 
(4) 假 . 反例 :4 | 2X6, 但 412,416. 
7 
A 
XXNDXOXHIKP XXONIYIKRIOX (XH 
= 
11.6 提示 : 根据 主教 材 中 的 定理 11.4 的 推论 ,为 了 判断 正 整 数 2(" 盖 1) 是 素数 还 是 
合 数 , 只 需 检查 所 有 小 于 等 于 Yn 的 素数 是 否 整 除 n. 
解 ，V113 二 11,2,3,5,7 都 不 能 整除 113, 故 113 是 素数 . 
V221<15,2,3,5,7,11 不 能 整除 221, 但 221= 二 13X17, 故 221 是 合 


V527 过 23,2,3,5,7,11,13 不 能 整除 527 ,但 527 王 17X31, 故 527 是 合 数 . 


‘pC—1) = | 


初 千 数论 


2 一] 一 8191, V8191<<91,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67， 
71,73,79,83,89 都 不 能 整除 8191 , 故 8191 是 系数 . 

11.7 Sieve(n,P). 

输入 : 正 整 数 . 

输出 : 小 于 等 于 n 的 所 有 系数 P. 

QD if n= 二 1 then P< ,计算 结束 ; 

Pe 273 

Q< 4 

if nn 二 a then 计算 结束 ; 

©) b<—min{a’ ,n}; 

© Q< 1 | a=<zr hb}; 

@ for P 中 的 每 一 个 x 

for Q 中 的 每 一 个 y 

i xxLy/x 上 请 ythen 从 QQ 中 删 去 y; 

Pe Pl: 

QD a<—b; 

四 转世. 

11.8 (1) 6 | 2(2 十 1)(2 十 2) 2 | n(nt1)(nt2) A 3 | nnt1) (nt2). 

n 与 n 十 1 中 有 一 个 被 2 整除 , 故 2 | n(n 十 1)(n 十 2). 

再 设 n 一 3k 十 i,i 一 0,1,2, 大 i 二 0,; 则 3 | nn; 夺 i 二 1, 则 3 | 2 十 2; 看 ;一 2, 则 3 | n 十 1. 
总 有 3 | n(n 十 1)(n 十 2). 证 毕 . 

(2) 要 证 15 | 3 十 5 十 7n. 为 此 只 需 证 3 | 5m 十 7n 且 5 | 3 十 7n. 

证 3 | 5 十 7n. 注意 到 5 十 7n 是 奇 阴 数 ,只 需 证 对 非 负 整 数 n 成 立 ， 用 归纳 法 . 

当 n 二 0 时 ,3 | 0, 结 论 成 立 . 

假设 当 n==k(4 宇 0) 时 结论 成 立 , 则 

5(k 二 1) 十 7(k 十 1) 二 (5k 十 7k) 十 3(5k 十 5k 十 4) 

由 归纳 假设 ,3 | 5 姑 十 7k, 故 有 3 | 5(k 十 1 十 7(k 十 1), 即 当 n==k 十 1 时 结论 也 成 立 . 
类 似 可 证 5 | 3 大 十 77. 
11.9 设 nl= 二 2"™h ,hh 是 奇数 ,又 设 2 委 2<<2 和 ,之 1， 


假若 1 十 二 十 … 十 一 二 1++ + 吉 > 开 开 是 整数 , 则 n! | 2) 二 ,当然 有 2 全 ,更 有 
Ud 二 2 本 一 此 
证 ,| 
2m-t+1 2 对 所 有 的 2 过 a 过 n 有 目 a 关 2,a 二 2,s 是 奇数 ,i 二. 于 是 ,全 一 2mr， 
d= 
是 奇数 , 从 而 2mt | 下 但是, 对 ”一 2:， 二 二 2” 妃 不 能 被 2 一 #! 整除 , 矛盾 , 故 


1 十 i +… 十 一 不 是 整数 ， 


11.10 (1) 用 归纳 法 当 n=1 时 ,p= 二 2 ,结论 成 立 . 假设 对 n(n 主 1) 结 论 成 立 ， 由 


吉 二 洪 


离 才 数学 习题 解 租 与 学 习 指 时 (第 3 版 ) 


主教 材 中 定理 11. 2 的 证 明和 归纳 假设 ,得 
pai Sp pa ps 1 + t+ 1 二 2 -1 十 1] < 之 27 
得 证 ,对 nn 十 1 结论 也 成 立 ， 
(2) 由 (1) logslogz pri 全 n. 设 x(X) 二 n, 则 x 过 p,r+1. 于 是 
n 之 log; log; p,+1> log,logsz 
11.11 设 aowr 十 aru” 十 十 a,_iu 二 a, 二 0 且 w 关 0; 由 a 二 一 w(aouw” 十 at 十 
十 a,_1), 即 可 得 到 ww | a,. 
11.12 分 析 : 0 是 方程 aox* 十 aix”! 十 … 十 a,_1X 十 a, 二 0 的 解 当 且 仪 当 a, 二 0， 当 
天 0 时 ,由 上 题 , 只 需 检 查 a 的 因子 是 否 是 方程 的 解 . 
(1) x 一 x 十 1 二 0. 1 有 2 个 因子 1 和 一 1, 经 检查 它们 都 不 是 方程 的 解 , 故 方 程 无 整 
(2) x 十 zx: 一 4x 一 4 二 0 一 4 的 因子 为 土 1, 土 2, 士 4, 经 检查 ,一 1,2, 一 2 是 方程 的 解 . 
(3) zx! 十 57’ 一 2x? 十 7x 十 2 二 0. 2 的 因子 为 士 1, 士 2, 经 检查 它们 都 不 是 方程 的 解 , 故 方 
(4) 2z: 十 5zs 十 9z 一 0. 0 是 方程 的 解 . 再 考虑 方程 2x 十 5x? 十 9 二 0,9 的 因子 为 士 1， 
土 3, 土 9, 经 检查 ,一 3 是 解 . 故 原 方程 有 整数 解 0 和 一 3. 
11.13 (1) 175=5:X7,140=22X5X7. 
gcd(175,140)=5X7=35, lem(175,140)=2?X5?X7=700. 
(2 T7229 1002 
EEC72 108) = 2 X=36, lem(72,108)= 2 XY 
(9) 5 = XSXT 2200=2 XH Xl, 
gcd(315,2200)= 5, lem(315,2200)= 22 X32X52X7X11 王 138 600. 
11.14 解法 1 gcd(a,b) 二 2X5,lcem(a,0) 二 2* X55. 设 a 一 2% X51 ,0 二 2% X57， 
则 有 
min(ii31s)=1], max(iisis)=2, min(ji1s12:)=1, Imnax(j 1) 一 2. 
有 下 述 4 种 可 能 : 
RA 
dd 
a 
a 
解法 2 可 以 证 明 ( 见 题 11. 20 和 题 11. 21): 设 d= 二 gcd(a,0),m 二 lcem(a,5), 则 
a 二 dai1 ,0 二 db1,m 二 daib1 ,其 中 与 六 互 素 . 
本 题 a 二 10a1 ,6 二 10 51,100 二 10 ai01;, 即 aibi 二 10, 且 a 与 65, 互 素 . 
有 下 述 4 种 可 能 : 
Da =lh = 100 W0100, 
10.D = T0100 10. 
0. 
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d= 
11.15 当 p | a 时 ,结论 显然 成 立 , 当 pla 时 , 记 d 二 gcd(p,a),d | ,根据 素数 的 定 
义 ,d 二 1 或 4 二 p, 而 pla, 故 d==1. 
11.16 记 d 二 gcd(a,0), 有 d 1a 日 d | 5. 由 性 质 11,1.1( 见 主教 材 286 页 ),d | za 十 
yb 有 dd | ua 十 ww, 即 4 是 xa 十 yb 和 wa 十 wb 的 公 因 子 , 故 必 有 dd 夺 gcd(xa 十 yb,ua 十 vwb). 
11.17 (1) 125=85 十 40, 85 二 2X40 十 5，40 一 8X5，gcd(125,85) 一 5. 
(2) 231 王 3X72 十 15,72 一 4X15 十 12，15 王 1X12 十 3，12 一 4X3，gcd(231,72) 一 3. 
(3) 56 王 1X45 十 11，45 王 4X11 十 1，11 王 11X1，gcd(45,56) 一 1. 
(4) 154 一 2X64 十 26 ,64 一 2X26 十 12，26 一 2X12 十 2，12 一 6X2，gcd(154,64) 一 2. 
11.18 用 轧 转 相 除 法 . 
(1) 35 二 1X24 十 11, 24 一 2X11 十 2, 11 一 5X2 十 1, gcd(24,35) 二 1, 故 35 与 24 互 素 . 
1 =11—5X2=11 一 5X (24 一 2X11) 二 一 5X24 十 11 X11 
一 一 5X24 十 11 X (35 一 24) 
得 一 16X24 十 11X35 王 1. 
(2) 91 二 63 十 28, 63 二 2X28 十 7, 28 二 4X7, gcd(63,91) 二 7, 故 63 与 91 不 互 素 ， 
(3) 539 一 450 十 89，450 一 5X89 十 5，89 一 17X5 十 4，5 一 4 十 1，450 与 539 互 素 , 
1 一 5 一 4 一 5 一 (89 一 17X5) 王 18X5 一 89 王 18X(450 一 5X89) 一 89 
一 18X450 一 91X89 王 18X450 一 91X(539 一 450) 
得 109X450 一 91X539 王 1. 
(4) 1024 二 729 十 295, 729 二 2X 295 十 139, 295 二 2X139 十 17, 139 二 8X17 十 3， 
17 二 5X3 十 2, 3 二 2 十 1，1024 与 729 互 素 . 
1=0 29 0 YX 17 =X(1N 68X17 17 
~6X139—49X17==6X139 一 49X (295 一 2X139) 
=104X139 一 49X295 二 104X(729 一 2X295) 一 49 X295 
=~104X729 一 257X295 二 104X729 一 257X (1024 一 729) 
得 一 257X1024 十 361X729 一 1. 
11.19 (1) 2nt1=(2n—1)+2, gcd(2n1,2n—1)~—=gcd(2n—1,2)=1. 
(2) 由 gcd(n,n 十 1) 二 1, 得 gcd(2n,2(n 十 1))= 二 2. 
1] “为 奇数 


(3) gcd(n,nt2)=gcd(n,2)= 2 
|， n 为 偶数 


ee 


弛 


人 
人 [> n 为 偶数 


11.20 必要 性 : 设 a 二 dr ,0 二 dy. 根据 主教 材 中 的 定理 11.7, 存 在 整数 uv 使 得 wa 十 
vw 二 d, 即 udx 十 vdy 二 d， 因为 4 放 0, 可 消去 d 得 wz 十 vy 二 1， 由 定理 11.7, 得 证 x 与 y 
充分 性 : 记 二 gcd(a,5), 因 为 d 是 a 和 2 的 公 因 子 , 故 有 4d | 4d'. 设 d =kd, 有 


二 二 漠 
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kd | dr 且 kd | dy,; 得 k|x 且 kk | yy 而 zx 与 y 互 系 , 必 有 &=1, 得 证 dd 一 gcd(a ,0)， 

11.21 记 d 二 gcd(a,6), 由 上 题 ,a 一 dx,b 二 dysyX 与 y 互 宗 ,于 是 ,lcem(a,b) 一 
lem(dx,dy)=d*， lcem(x,y)= 二 dry, 得 证 gcd(a,0)* lem(a,b)=d* dry=ab. 

11.22 设 b 二 ka, 由 a,b 互 系 , 根 据 主教 材 中 的 定理 11. 8, 存 在 整数 x,y 使 得 xa 十 yb 二 
1. 于 是 ,c= 二 xac 十 ybc 二 xac 十 yka 二 (zxc 十 yk)a, 得 证 a | c， 

11.23 (1) 设 di 二 gcd(mya),d; 二 gcd(m,25). 因为 a 与 5 互 系 ,di 与 d 也 互 素 .又 设 
7 一 djm ,根据 上 题 ,由 4d,| djmi 且 di 与 4; 也 互 素 , 推 得 心 | mw ,从 而 dd;| m， 故 did， 
是 m 和 ab 的 公 因 子 . 

设 d 二 gcd(m,ab),d 二 kdid;,k 宇 1. 由 ds| 5 和 a 与 2 互 素 ,d 也 与 a 互 素 ,从 而 由 
kdidz| ab, 可 推 得 kdi| a. 于 是 ,kdi 是 m 和 a 的 公 因 子 , 故 一 1. 得 证 d==did;. 

(2) 充分 性 显然. 

必要 性 ; 设 4d|ab,; 取 di 二 gcd(d,a),d; 二 gcd(qd,0), 目 然 有 di| a,d;| b. 由 d | ab, 有 
gcd(d,ab) 一 d. 根据 (1),d 一 gcd(d,a)gcd(d,0) 二 did;. 

下 面 证 明 唯一 性 . 设 正 整数 ci ,cs ,使 得 d= ccs 且 c| a,cs| 6b, 由 于 ci 是 d 和 a 的 公 
因子 , 必 有 cl 三 di, 同 理 ,cs 二 d,, 得 d 二 ccs 二 dd; 二 d ,得 证 c= 二 di ,co 二 d;，. 

11.24 充分 性 显然 . 

以 要 人 性; 0 二 0 (mod 11) 三 切 二 1 (mod 11),2 二 9 三 4(mod 11) 3 三 8 二 
9(mod 11), 47 二 5(mod 11) ,5 三 6 三 3(mod 11) ,从 而 

a =01ddoBs QUmod il) Bh = 0 5 9 T(tmod 11) 

不 难 验证 只 有 当 a 三 58 二 0(mod 11) 时 ,有 a 十 5 三 0(mod 11). 得 证 4 二 
b =0(mod 11)., 

11.25 (1) 假 . (2) 假 . (3) 真 . (4) 大. 

11.26 (1) 35 二 14(mod m),m | 35 一 14, 即 m | 21, 故 m= 二 3,7,21. 

(2) 10 夺 一 1(mod m),m | 10 十 1, 即 区 | 11, 故 m=11. 

(3) 一 7 三 21(mod m) ym | 一 7 一 21; 即 mx | 一 28, 故 mm 二 2,4,7,14,28. 

(4) 37° 三 30° (mod m) ,m | 377 一 30, 即 m | 67X7, 故 m==7,67,469. 

(5) 8 三 2(mod m) 且 7 三 一 2(mod m),m|16 且 m| 9,6 和 9 大 于 1 的 公 因 子 为 3, 故 
m 二 3, 


| 
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w 三 41 十 [41/4 | 十 |19/4 | 一 2X19 十 2X10 十 |(10 十 |1077 小/2 | 十 |10/12 | 十 7 
三 41 十 10 十 4 一 38 十 20 十 5 十 0 十 7 三 0(mod 7) 


珍珠 港 日 是 星期 日 . 
11. 30 


由 30 mod 7 一 2 , 星 基 


胃 数 每 个 月 加 2, 大 月 再 多 加 1. 
3 4 5 6 7 8 91011121 2? 


M 
应 加 的 星期 数 
[(13M 一 11)75 | 
(1) 自 反 性 ， 因为 m | a 一 a, 故 a 三 a (mod m). 


上 | 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 
0 3 5 8 10 13 16 18 21 23 20 29 


0 35 8 10 13 16 18 21 23 20 29 
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(2) 传递 性 , 设 4 三 b(mod m) ,6 三 c(mod mp), 有 mm | a 一 b,m | 6b 一 c, 而 a 一 c 二 (a 一 0) 十 
(0 一 c) , 故 mx | a 一 c. 得 证 4 三 c(mod m). 

(3) 对 称 性 , 设 a 三 b(mod m), 有 m | a 一 5b, 目 然 义 有 mm | 5 一 a, 故 5 三 a(mod m). 

11.32 设 a 三 b(mod m),c 三 d(mod m), 有 m| a 一 b,m | c 一 d. 而 (ac 十 c) 一 (0 十 d) 王 
(a 一 上 十 (c 一 Q), 故 m | (a 十 c) 一 (6 十 dq)， 得 证 a 十 c 夺 6 十 d(mod mm) 类似 可 证 a 一 c 夺 6 一 
d (mod m). 

由 4a 圭 b(mod m) ,Cc 三 d(mod m) ,存在 整数 xz、y, 使 得 a 王 xm 十 b,c 二 ym 十 d. 于 是 ,ac 二 
(zym 十 Td 十 yb)m 十 bd, 卜 有 ac 三 bd (mod m). 

11.33 (1) 设 ac 三 pmod m), 有 m | a 一 b. 义 已 知 qd | m, 由 性 质 11.1.2( 见 主教 材 
286 页 ) ,得 & | a 一 5b. 上 故 有 a 三 b (mod 4d). 

(2) 因为 dq 关 0, 根 据 性 质 11.1.3( 见 主教 材 287 页 ),m | a 一 65 合 dm | d(a 一 0), 从 而 
a=b(mod m) SS dadb(mod dm). 

(3) 由 mm | a 一 6 地 m | ca 一 只 ,有 a 三 b(mod m) 计 ca 三 cb (mod m)., 

反之 , 设 ca 三 co(mod mm), 有 mm | ca 一 co. 已 知 c 与 m 互 素 ,由 题 11.22, 必 有 

m | a 一 b, 得 证 a 圭 b(mod m). 

11.34 (1) 假 . 反例 : 4? 硅 2? (mod 4) ,但 4 闭 2(mod 4),4 关 一 2(mod 4). 

分 析 : a 三 6 (mod mm) 合 贡 | a 一 下 晤 m | (a 十 站 (a 一 0) ,不 一 定 有 mm | a 一 b 或 

m | a 二 b. 

(2) 真 . 由 模 乘 运算 ( 题 11. 32) 立 即 可 得 . 

(3) 假 . 反例 : 57 硅 3: (mod 4 企 ) ,但 5 关 3(mod 4). 

(4) 真 . 由 上 题 (1) 立 即 可 得 . 

(5) 假 . 反例 ; 12 寺 0(mod 4) ,12 二 0(mod 6) ,但 12 关 0(mod 4X6). 

11.35 提示 : ax 三 c(mod m) 有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 gcd(a,m) | c. 设 z 是 方程 的 
解 , 则 所 有 与 ze 模 m 同 余 的 数 都 是 方程 的 解 , 从 而 只 需 对 模 m 的 每 一 个 等 价 类 取 一 个 代 
表 , 验 证 是 否 使 方程 成 立 , 束 能 找到 方程 的 所 有 人 解 . 

(1) 9x 三 3(mod 6). gcd(9,6) 二 3,3 | 3, 方 程 有 解 . 

检查 0, 士 1, 士 2,3 是 否 是 方程 的 解 ,得 x 三 土 1,3 三 1,3,5(mod 6). 

(2) 47 三 3(mod 6). gcd(4,6) 一 2,213 ,方程 无 解 . 

(3) 3X 三 一 1(mod 5). gcd(3,5) 二 1,1 | 一 1 方程 有 解 . 

检查 0, 土 1, 土 2 是 否 是 方程 的 解 , 得 x 圭一 2 三 3(mod 5). 

(4) 8Xx 夺 2(mod 4). gcd(8,4) 二 4,412, 方 程 无 解 . 

(5) 20z 三 12(mod 8). gcd(20,8) 二 4,4 | 12 ,方程 有 解 . 

检查 0, 土 1, 士 2, 士 3,4 是 任 是 方程 的 解 , 得 x 三 土 1, 士 3 三 1,3,5,7(mod 8). 

11.36 (1) 5X3 一 1 二 14,7 | 14, 故 5X3 三 1(mod 7), 得 57! 二 3(mod 7). 

(2) 8X7 一 1 二 55,11 | 55, 故 8X7 夺 1(mod 11) ,得 8 ! 圭 7(mod 7). 

(3) 11X11 一 1 二 120,12 | 120, 故 11X11 夺 1(mod 12) ,得 11-:= 三 11(Cmod 12). 

(4) 6X11 一 1 二 65,13 | 65, 故 6X11 二 1(mod 13) ,得 6 7! 三 11(mod 13). 

11.37 提示 : a 的 模 m 道 存 在 当 且 仅 当 a 与 mm 互 素 . 当 4 与 m 互 系 时 , 求 a ! 的 一 般 
做 法 是 , 先 用 轧 转 相 除 法 ,再 通过 回 代 求 得 整数 x 和 yy, 使 得 za 十 ym 二 1, 则 a- 二 
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Xx(mod m). 当 数值 比较 小 时 可 通过 观察 直接 求 得 . 

(1) 2 与 3 互 率 , 故 2 的 模 3 逆 存在 . 

由 2X2 硅 1(mod 3) ,得 27! 寺 2(mod 3). 

(2) 8 与 12 不 互 素 , 故 8 的 模 12 逆 不 存在 . 

(3) 18 与 7 互 素 , 故 18 的 模 7 逆 存在 . 
解法 1 用 轧 转 相 除 法 18 一 2X7 十 4,7 二 4 十 3,4 二 3 十 1. 

回 代 1 二 4 一 3 二 4 一 (7 一 4)= 二 一 7 十 2X4= 二 一 7 十 2X(18 一 2X7)= 二 2X18 一 5X7, 得 
18 三 2(mod7)， 
解法 2 18=4(mod 7),2X4 夺 1(mod 7) ,得 18 三 2(mod 7). 

(4) 12 与 21 不 互 素 , 故 12 的 模 21 道 不 存在 . 

(5) 一 1 与 9 互 素 , 故 一 1 的 模 9 道 存在 . 

由 (一 1) 三 1(Cmod 9) ,得 (一 1) ! 三 一 1 三 8(mod 9). 

11.38 提示: 中 国 剩余 定理 的 证 明 ( 见 主教 材 中 定理 11.11 证 明 ) 是 构造 性 的 ,给 出 了 
一 次 同 余 方 程 组 的 求解 方法 . 设 mm ,ms,…: ,ms 两 两 互 素 ,一 次 同 余 方程 组 


Xa (mod mi) 


赴 二 沂 


XT 三 as (mod m,) 
ZEC (mod mm ) 
的 求解 步骤 如 下 : 
0 于 一 mn mm: 
计算 M;=m/m:; 及 Mi 的 模 mm， 逆 Mi i 天 ; 


(1) 7 一 3,72 一 4,703 一 5 两 两 互 素 ,m2 一 3X4X5 一 60. 
M=4X5=20， Mi 二 2(mod 3)， Mi!=2 
M,=3X5=15, M;=3(mod 4), M;!=3 
M;=3X4=12, M, 生 2(mod 5), NM 一 3 
得 x 三 1 X20X2 十 2X15X3 十 3X12X3 三 一 2(mod 60). 

(2) 贡 二 3,mz 二 5,ms 二 7 ,m4 二 11 两 两 互 素 ,m 一 3X5X7X11 一 1155. 
M=5X7X11=385,M=(—1)X1X(—1)=1(mod 3),Mi!=1 
M,=3X7X11=231,M,=(—2)X2X1=—4=1(mod 5), M;!=1 
M;=3X5X11=165,M;=3X(—2)X(—3)=4(mod 7), Mj;!=2 
M,=3X5X7=105,M,=6(mod 11), Mi!=2 

得 x 三 1 X385X1 一 1 X231X1 十 2X165X2 一 2X105X2 硅 394(mod 1155)， 
(3) 先 将 方程 组 化 成 中 国 剩余 定理 中 的 标准 形式 . 3 三 2(mod 5),4 三 3(mod 11)， 
方程 两 边 分 别 乘 以 这 2 个 数 ,得 
r=2(1mod 5) 
ZE 三 0(mod 11) 
mi 一 5, 2 一 11 瑟 素 , 轨 二 5X11 王 55，M 王 11, MI 三 1(mod 5), Mi'©=1;M,=5, 
M;! 二 9. 得 
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r=2X11X1+9X5X9=42(mod 55) 
11.39 1155 二 3X5X7X11， 因为 3,5,7,11 两 两 互 素 , 故 19x 三 559(mod 1155) 等 价 
于 下 述 方程 组 
197x 三 559 (mod 3) 
19x 三 559(mod 5) 
197 三 559(mod 7) 
19x 三 559(mod 11) 


化 条, 得 
F=1mnod 3) 
—ZX 三 一 1](mod 5) 
—2X 三 一 1(mod 7) 
—3x= 一 2(mod 11) 
即 


7 三 1 (mod 3) 
rt 三 1(mod 5) 
27 三 1] (mod 7) 
37 三 2(mod 11) 
而 27 三 4(mod 7) ,3 三 4(mod 11) , 故 方程 组 又 等 价 于 
TX 三 1 (mod 3) 
7 三 1] (mod 5) 
TX 三 4(mod 7) 
7Z 三 8 三 一 3(mod 11) 
在 上 题 (2) 中 已 求 得 M, =385 ,MT =1,M: 一 231,Mz II 一 1,M 王 165,My 一 2,M 一 105， 
Ms 二 2 . 于 是 ,得 
z=] X385X1++1X231X1+4X165X2 一 3X105X2 二 151(mod 1155) 
11.40 设 至 少 z 天 后 . 10 天 一 个 周期 ,最 后 两 天 休息 ,可 表示 成 x 十 1 三 9(mod 10) 或 
Zz 十 1 三 0(mod 10). 恰好 是 周 日 可 表示 成 x 十 1 三 0(mod 7). 于 是 有 


Tr 三 8 (mod 10) 

: (1) 
Zz 三 一 1(mod 7) 

(2) 


7 三 一 1(mod 10) 
PE mod 7) 

1 一 10,71 一 7, 1 一 70,MI 一 7,M7 一 3 ,M 一 10,M 三 3(mod 7),M = 二 5 .方程 组 

(1) 的 解 为 
Ti=8X7X3—1X10X5=48(mod 70) 
方程 组 (2) 的 解 为 
Eee1wloxo 王 TO90ood 70) 

故 至 少 要 在 48 天 后 ( 即 周 日 休息 后 的 第 49 天 ) 恰 好 能 在 周 日 体 县 . 
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11.41 设 第 1 个 数 为 x, 有 
7 三 0 (mod 4) 
TX 十 1 三 0(mod 9) 
Z 十 2 三 0(mod 25) 
XT+3 三 0(mod 49) 


地 二 漠 


即 
7 三 0 (mod 4) 
Tr 三 一 ] (mod 9) 
7 三 一 2(mod 25) 
Tr 三 一 3(mod 49) 
1 一 4， 1 一 9， 1 一 20， 1 一 49， m=4X9XxX25X49=44 100 
Mi=9X25X49=11025， Mi 二 1 X1X1=1(mod 4)， MT 一 
M,=4X25X49=4900， M; 二 4X(—2)X4=4(mod 9)， Mj;'!=7 
Ms=4X9X49=1764, M;=4X9X(—1)=—1l(mod 25), Mi!=9 
Mi=4X9X25=900， Mh 三 18(mod 49) ， Mi'=—19 
解 得 x 硅 0X11 025X1 一 1X4900X7 一 2X1764X9 一 3X900X (一 19) 
三 一 14752(mod 44 100) 29 348(mod 44 100) 
4 个 相 邻 的 整数 为 29 348 十 44 100k,29 349 十 44 100k,29 350 十 44 100k,29 351 十 
44 100& ,其 中 有 一 0, 士 1, 士 2,… 
用 
(2) Z 十 y 一 (7,4,0), 7 一 y 一 (0, 2 4) ,7y 一 (1 3，])， 
(3) 分 别 解 下 述 一 次 同 余 方程 组 . 


zl 三 7 (mod 9) z; 生 0 (mod 9) zs 三 1 (mod 9) 
zl 三 4(mod 7) zz=2(mod 7) zs 三 3(mod 7) 
zz 三 0 (mod 5) zs 三 4(mod 5) za 三 1 (mod 5) 


nm 二 9,m =7,m =5,m=9X7X5=315,M=7X5=35,M 三 一 1 (mod 9)， 
Mi =—1,M;,=9X5=45,M; 三 3(mod 7), M; =—2 ,M;=9X7=63,M; 三 3(mod 5)， 
Ms 1! 二 2 . 解 得 
zi =XK30X%(—1)T4X450X(—2)T0X63X2=25(mod 315) 
22 王 0XX35X( 一 1) 十 2X45X( 一 人 十 4X63X2=9(mod 315) 
z=] X350X(—1)T3X45X(—2)T1xX63X2=136(mod 315) 
得 Xz 十 y 一 25, xX 一 y 一 9, zy 一 136., 
11.43 (1) 3z 十 2y 一 0， 
考虑 一 次 同 余 方程 3x 三 6(mod 2), 即 x 三 0(mod 2). 它 的 解 为 x 二 2k, 其 中 上 是 任意 束 
数 . 代入 原 方 程 6k 十 2y 二 6, 得 y= 二 3 一 3k， 故 方程 的 解 为 x 二 2k,y 二 3 一 3k, 其 中 是 任意 
(2) 127 一 9y 一 8. 
方法 1 如 果 方 程 有 解 , 则 解 必 满足 12+ 三 8(mod 9). 而 gcd(12,9) 二 3,318,12x 二 8 
(mod 9) 无 解 , 故 原 方程 无 解 . 
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方法 2 ”如 果 方 程 有 解 , 则 等 式 左边 12z 一 9y 能 被 3 整除 ,而 等 式 右 边 8 不 能 被 3 整 
除 , 予 盾 , 改 原 方程 无 解 . 

11.44 设 a 二 dai,m 二 dm ,其 中 设 wa ,mi 互 素 . 根据 主教 材 中 定理 11. 8, 存 在 xo 使 
axo 三 cC(mod m)， 义 设 是 方程 的 解 , 即 ax 三 c(mod ma). 于 是 ,a(X 一 X00) 三 0(mod m). 化 
等 价 于 al (x 一 xo) 三 0(mod m1). 而 ai 与 mi 互 素 , 故 有 一 Xo 三 0(mod mi)， 因此 ,方程 在 
模 m 下 恰好 有 4 个 解 x 硅 xo 十 kmi (mod m) ,k= 二 0,1,'…,d 一 1]1. 

11.45 记 c= 二 dao ,m= 二 dm ,其 中 ,mi 互 素 ,由 ac 三 bc(mod mm), 有 mm | ac 一 bc, 即 
dmi| d(a 一 Dc ,从 而 有 | (a 一 DO)c， 叉 cymi 互 素 , 故 ma | a 一 5b, 得 证 a 三 b(mod mi)， 
Bab( mod m/ d). 

11.46 由 x 二 1(mod p), 有 pl 一 1, 即 p | (x 一 1)(zx 十 1). 而 pp 是 素数 , 故 有 
访 | x 一 1 或 p | x 十 1. 得 证 x 三 1(mod p) 或 x 三 一 1(mod p). 

11.47 方法 1 充分 性 如果 7 | 区; 设 黄 二 kns,k 是 大 于 1 的 整数 ,于 是 

2" 一 1] 二 2" 一 1 一 (2" 一 1)(2% ?十 2% ?十 … 十 1) 
得 证 2 一 1 | 2 一 1 

必要 性 ， 如果 2 一 1 | 2 一 1, 设 2 一 1 王 (2 一 1)(ao2” "十 qa12™ ”十 … 十 ac) 其 

qi 一 0 或 1,0 志 i 三 m 一 n, 将 等 式 的 右边 展开 ,比较 两 边 得 


dp— ads-»—0 nm—n 
Um—2n+1 "Um—n—l = | 


除 am-a 外 的 el 个 系数 以 0 9 ;Qnm-_s-1 目 分 成 若干 组 ,每 组 ni 个 ,第 一 个 为 1 ,其 余 1 一 ] oi 
为 0, 故 必 有 n | m. 
方法 2 采用 二 进 制 表示 ,2 一 1 二 (1…*1);,2” 一 1 二 (1…1)s. 根据 二 进 制 除法 ， 
: : n 个 m 个 
《11);| (1…1)s 当 且 仅 当 n | m. 
# 个 i 
11.48 记 d= 二 gcd(m,n),m 二 dm sn 二 dn ,其 中 .ni 互 素 ， 


at i We da nb 
1 
os A a 
要 证 A, 与 A; 互 素 . 
方法 1 由 于 mm 互 系 ,可 设 
mi — Ryn Ts 1 < ni 
11 一 有 71 ns 1 一 7 <7s 


1 1 一 有 7 十] 
A = 江 ， ( 9d(m —n] ) 十 9dm —2n]) 十 ee 十 9d —k nl ) ) 十 A， 


A, 9d(ns 一 1) 十 2d(tnz 一 2 十 本 十 9d 十 1 
A = ( Dd 一 1 ) 十 9dlnm —2n,) 十 DE 十 Dd — ky no ) ) 十 A， 


初 健 数论 
人 A， ee Jang™— 1) 一 DA —2) 一 十 24 十 1 


0 
A 一 2dam-D 十 2dm -2 十 … 十 24 十 1 
al 
根据 主教 材 中 定理 11.5,A 与 A 互 素 , 得 证 gcd(2" 一 1,2" 一 1) 一 2 一 1 
方法 2 由 于 ma ma 互 系 ,存在 整数 2, 使 得 aza 十 0 二 1. 不 妨 设 <>00<0. 仿 c= 
一 Db, 则 
B= 2 Dm 十 24 Dm 二 .十 2491 十] 
C 一 24((c-Dm+D ode-DmtD .9dm tl) 十 2d 


AB 一 2do 0 十 2do 2 十 … 十 24 十 1 
AIC 一 2 十 24o1 0D 十 … 十 24 一 24m1 0D 十 2do 2 十 … 十 24 
从 而 ,AoB 一 A1C==1, 根 据 主教 材 中 的 定理 11.8,Ao 与 A, 互 素 , 得 证 gcd(2" 一 1,2" 一 1) 王 
24 一 1， 
11.49 根据 梅森 数 的 定义 和 上 题 可 立即 得 到 . 
11.50 32,31,29,27 和 25 两 两 互 素 . 由 题 11. 48 ,22 一 1,23 一 1,22 一 1,227 一 1，25 一 
1 两 两 互 素 ， 
11.51 不 妨 设 nn 二 m, 于 是 
22 十 1 一 (22 十 1)(22 -2 一 22 -2 2 十 22 -3 2 一 十 22 -2 D2 一 1) 十 2 
由 主教 材 中 定理 11. 5 ,gcd(F ,FF ) 二 gcd(F,,2). 注意 到 FF 是 奇数 ,gcd(F,2) 三 1, 得 证 
gcd(F sy) 二 1 ,从 而 下 与 互 素 . 


11.52 设 n 是 大 于 3 的 素数 ,$(n) 二 n 一 1. 又 n 十 1 是 偶数 ,有 2 个 小 于 n 十 1 的 侦 


数 ,它们 均 与 十 1 不 互 素 , 故 $nt1) <n— 


无 穷 多 个 ,证 毕 . 

11.53 (1) 分 析 : 由 于 在 模 m 同 余 关系 下 保持 与 m 的 互 素性 ,可 以 令 Zi 二 {[al],| a 
与 m 互 素 }, 12. | 二 $m). 为 了 证 明 $xnn) 二 $m)$8(n) ,只 需 给 出 ZX XZ 到 2 的 双 射 
函数 . 

证 明 : 作 映 射 g; Z* XZ* 一 Z 如 下 g(al,,161,)= [antbm 1],,. 

首先 证 明 g 的 定义 是 有 效 的 , 背 4a 三 a (mod m),b 三 b (mod n), 即 mm| aa， 
n | 0 一 六 , 则 mn | Cantom) — (antom) ,Bp antbm=antom (mod mn). 

叉 奉 a 与 m 互 素 ,0 与 n 互 素 , 则 an 十 bm 与 mn 互 素 . 假设 不 然 ,d 二 gcd(an 十 bm,mn) 祖 1. 
由 于 mm 与 n 互 素 ,d= 二 dids ,di| md n,di,d; 中 至 少 有 一 个 大 于 1, 并 且 当 di 之 1 时 di 与 
n 互 素 , 当 d, 请 1 时 4; 与 m 互 素 . 不 妨 设 dj 记 1, 有 di| an 十 bm, 得 到 dj| an,y 而 di 与 n 互 
素 , 故 di | a, 与 a,m 互 素 矛盾 . 这 就 证 明了 g 的 定义 是 有 效 的 . 

其 次 证 明 g 是 单 射 . 大 an 十 bm 三 a'n 十 bm (mod mn), 即 mn | (a 一 a)nt+ (6 一 6 )m. 
当然 有 wx | (a 一 a jn 十 C6 一 0D 区 wy 从 而 mr | (a 一 a Dn. 而 么 与 六 互 素 , 故 7 | a 一 a , 即 4 二 


7 es 而 大 于 3 的 系数 有 


吉 二 江 
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a'(mod m), 同 理 有 6 三 4'(mod n), 得 证 g 是 单 射 . 

最 后 证 明 g 是 满 射 . 由 于 mm 与 nn 互 巡 ,存在 整数 zx,y 使 得 xn 十 ym 二 1. 对 任意 的 整数 
C， 奉 cC 与 mn 互 素 , 则 Cc 与 m 互 素 . xX 与 m 也 互 素 , 故 cx 与 m 互 素 . 从 而 [cx |, EZ*, 同 理 ， 
[cyjEZ .而 gczj czj)= [erntcym jm =[c jm ;得 证 g 是 满 射 . 

因为 g 是 双 射 , 故 |22 | X12Z; |==123,|, 即 $Cnn)= 二 $m)$(n). 

(2) 当 k=1 时 ,$(p)==p 一 1. 当 &R>1 时 ,对 0 冬 z 近 钴 ,与 加 不 互 际 当 且 仅 当 | >z， 
即 x 二 pxi,;0 志 过 p” ; 故 10,1,…,p' 一 1} 中 有 pr ' 个 与 pr 不 互 厅 ,从 而 有 pr 一 p” 二 
pr* 1(p 一 1) 个 与 pr 互 素 ,; 即 $4(p:) 二 p* 1'(p 一 1). 

(3) 由 (1) 和 (2) 立 即 得 到 . 

11.54 设 n 二 2*m,m 是 奇数 . 

若 & 宇 2 ,根据 题 11.53 (1) 和 (2),$(n) 二 2*18(m). 而 一 1 宇 1, 有 2 1$(n). 

硅 &<2, 则 m 含有 素 因 子 p 宇 3. 根据 上 题 ,$(n) 含 因子 p 一 1. 而 2 | pp 一 1, 故 
有 2 | $n). 

11.55 因为 n 是 素数 ,每 一 个 XxX(l 志 Xx 三 n 一 1) 的 模 nn 道 x-!'(1 志 x 二 n 一 1) 存 在 . 

先 证 明 对 于 1 二 x,y 全 nn 一 1, 若 xX 了 天 y, 则 x 7! 半 y 1! (mod n). 假设 不 然 ,x 三 
y (mod 2). 两 边 同 乘 xy, 得 y 寺 x(mod n) ,矛盾 . 注意 到 ,1 一 1,(n 一 1) 一 n 一 1, 故 当 
| a a ~ el i el 

青 证 明 当 1 过 x 过 nn 一 1 时 ,x 了 关 x(mod n). 假设 不 然 ,z ! 夺 x(mod n). 两 边 同 乘 zx, 得 
三 1(mod n). 已 知 n 是 系数 ,由 题 11. 46, 必 有 Xx 三 1(mod n) 或 X 三 一 1 三 n 一 1(mod 2) ， 
局 ， 

根据 上 述 2 条 ,42,3,…,n 一 2} 可 补 划 分 成 互 不 相交 的 对 (x,x ). 

11.56 必要 性 . 当 n 二 2 和 3 时 ,显然 成 立 . 设 ?3 是 素数 ,根据 题 11. 55,2,3,…,n 一 
2 可 两 两 配对 ,使 得 每 一 对 的 乘积 在 模 nn 下 等 于 1. 于 是 ,(? 一 1)1 三 1 一 1 三 一 1(Cmod nn). 

充分 性 . 设 (n 一 1) 1 三 一 1(mod n) ,要 证 明 n 是 系数 . 假设 不 然 ,n 是 合 数 , 则 存在 1 二 a， 
bp 二 n, 使 n= 二 ab， 于 是 ,a | (2 一 1)1， 显 然 af(n 一 1)1 十 1, 即 (xn 一 1)1 半 一 1 (mod a)， 
而 (x 一 1)1 硅 一](mod ?7) 且 2 一 ac, 应 有 (一 1)1 三 一 1(mod a), 刻 盾 . 

11.57 (1) 24 三 1(mod 5) ,25 二 24XH1T1 二 2(mod 5) ,得 285mod5 一 2. 

(2) 3' 三 1(mod 7) ,3 二 3% 三](mod 7) ,得 3 mod7 三 1. 

(3) 8 三 1(mod 117 ,8 三 8 一 8 6(mod 11) ,得 Smod 11 三 6. 

11.58 ”由 欧 拉 定理 ,mt 三 1(mod zz) , 即 ? | 72 一 1. 同 理 和 2 | nt 一 1 从 而 ,mn | 
(mI ns® 一 1), 即 mn | min 一 mn 一 1)， 而 mn | mn 故 有 mn 
| m9 十 14 一 1 得 证 mw 十 nf 三 ] (mod mn). 

11.59 由 费 马 小 定理 , (f(x))? 夺 f(x)(mod p). 义 xXx? 三 Xx(mod p), 从 而 f (zx?) 三 
f(x)(mod p). 得 证 (f(x))? 三 f(x?)(mod p). 

11. 60 ”因为 p 是 素数 且 pla, 故 a 与 p* 互 素 , 由 欧 拉 定理 ,a 三 1(mod p*), 即 pp| 
ap 一 ] ,而 由 题 11.53,6(p*) 二 pr1(p 一 1) ,得 证 pr| a* 
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12.1 内 容 提 要 


1， 随机 事件 与 概率 

样本 空间 ,离散 样本 空间 ,随机 事件 及 其 概率 ,必然 事件 与 不 可 能 事件 . 

和 事件 AUB, 积 事件 A 门 B, 差 事件 A 一 也 , 道 事 件 A=Q 一 A, 以 及 两 个 事件 互 不 相 容 ， 
2. 条 件 概率 与 独立 性 

设 P(A)>0, 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 B 的 条 件 概率 

P(AB) 

P(A) 


P(B| A)= 


A 和 B 相互 独立 . P(AB) 二 P(A)P(B). 

n(n 宇 3) 个 事件 Al,A,,…,A, 相互 独立 : 对 任意 的 正 整 数 kn 和 1 二 过 i 过 … 过 
i <n, P(A; ee 

伯 努 利 概 型 : 在 相同 的 条 件 下 重复 进行 n 次 试验 ,每 次 试验 的 结果 只 有 两 个 一 一 事件 
A 发 生 或 不 发 生 , 且 各 次 试验 是 相互 独立 的 . 

计算 公式 : 

] 加 法 公式 ”P(A UB)= 王 P(A) 十 P(B) 一 P(AB). 

当 A 与 B 互 不 相 容 时 ,P(AUB)=P(A) 十 P(B). 


2 有 当 公式 
P|( Ua)= ph — P(AiA,) 
i=] i 一 1 i<j 
十 > P(AAiAND 一 …… 十 (一 DPCAA…A，) 
ij 一 
当 Al ,As,…,A, 两 两 互 不 相 容 时 , P( A;)= 2 P(A;). 
i 二 1 i 二 1 


3"° P(A)=1—P(A). 
4” 乘法 公式 设 P(A)>0, 则 PICAB)=P(C4A)P(CB | A). 
设 P(A,A;…A，) 二 0,7 伍 2, 则 
P(AA:…A,) 王 P(A)P(A, | AD)P(A, | A1As)… P(A, | AAA 1) 
5” 全 概率 公式 ” 设 Bi,B,,…,B, 是 样本 空间 的 一 个 划分 , 且 P(B,) 记 0,i = 二 1,2,*…,n， 
A 是 任 一 随机 事件 , 则 
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P(A) = >》,P(B)P(A |B,) 


中 
RE 


6 二 项 概率 公式 ” 设 在 nn 次 伯 努 利 试验 中 每 次 试验 事件 A 发 生 的 概率 为 如 (0 过 记过 
1), 则 A 恰好 发 生 上 (0 三 三 n) 次 的 概率 为 


nn 


3. 离散 型 随机 变量 

随机 变量 : 样本 空间 2 上 的 实 值 函数 XX:; QR. 

离散 型 随机 变量 : 只 可 能 取 到 有 穷 个 或 可 数 无 穷 个 值 的 随机 变量 . 

离散 型 随机 变量 X 的 分 布 和 

PXI 

其 中 al ,az,，… (有 穷 个 或 可 数 无 穷 个) 是 X 所 有 可 能 取 到 的 值 . 

(1) 对 所 有 的 有 ,0 志 ps 志 1; 

(2) > pi =1. 

kk 

离散 型 随机 变量 的 独立 性 

常用 分 布 0-1 分 布 ,二 项 分 布 B(n,p), 泊 松 分 布 , 超 几 何 分 布 ,几何 分 布 ,帕斯卡 分 布 
与 负 二 项 分 布 . 

数学 期 望 ECX) = >asp 

天 

随机 变量 函数 期 望 的 计算 公式 ” 设 g(x) 是 一 实 函 数 ,XX 的 分 布 律 为 P(X = ae) 一 pi， 

一 1,2,…, 如 果 >p(at) 记 绝对 收敛 , 则 E(y(X)) 二 29(an)pi. 
k k 

数学 期 望 的 性 质 ， 

(TY ES 

(9 BICXI=CR(XY., 

(3) ECX+Y)—=E(X)E(Y). 

(4) 如 果 X 与 了 相互 独立 , 则 E(XY)= 二 EC(X)E(Y). 

如 果 Xi ,X， ,…,X, 相互 独立 , 则 下 (CXIX…X，) 一 下 (XI) 开 CCX，)… 开 (X，)， 

(5) 施 瓦 效 不 等 式 [E(XY7 <E(X?)E(Y’). 

方差 D(X)=E[(X—EX)’|. 

k 阶 原点 矩 EC(X*) = 》jatp; k=1,2,* 

方差 的 性 质 . 

(1) D(C)=0. 

[DIDNT= 0 DIX 

(3) 如 有 果 XX 与 Y 相互 独立 , 则 D(X 土 Y)= 一 D(X) 十 D(Y). 

如 果 Xi ,处 ,…，,X, 相互 独立 , 则 

D(Xi 土 Xs 土 …* 土 X,) 二 D(X1) 十 D(X;) 十 … 十 D(X,) 
4) DCXY=E(X:)— (EXY. 
(5) 切 比 雪夫 不 等 式 ” 设 随机 变量 X 的 期 望 EX 和 方差 DX 存在 , 则 对 任意 的 se 盖 0, 有 
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P{ | X—EX | >e) < 


二 书 沂 


4. 概率 母 函数 
设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 PIX=k) 二 pi,&k 二 0,1,2,…,X 的 概率 母国 数 (简称 母 函 数 ) 
Jx(s) 一 ECX) 一 psst —1<s<<l 


(1) 线性 性 质 jox+s (3) 二 spx(s*), 其 中 ,6 是非 负 整数 . 
(2) 有 限 个 独立 随机 变量 之 和 的 母子 数 等 于 各 个 随机 变量 母 限 数 的 乘积 . 
(3) 设 E(X?) 存 在 , 则 
E(X)= (1), E(X’)=Y (1)+y (1) 
D(X)=Y (1) + (1)—y (1) 


12.2 习 磺 


12.1 从 一 副 扑 元 牌 的 13 张 黑 桃 中 ,一 张 接 一 张 有 放 回 地 抽取 3 张 , 求 : 

(1) 没有 同 号 的 概率 ， 

(2) 有 同 号 的 概率 . 

(3) 至 多 有 2 张 同 号 的 概率 . 

12.2 箱 中 有 10 件 电 子 产品 ,已 知 其 中 混 有 3 件 次 品 . 为 了 找 出 次 品 , 逐 件 进 行 测试 . 
试 求 ， 

(1) 只 测试 3 件 就 找到 全 部 次 品 的 概率 . 

(2) 测试 10 件 才 找到 全 部 次 品 的 概率 . 

12.3 有 2 只 红 球 和 2 只 绿 球 , 将 这 4 只 球 随机 地 放 和 人 2 个 盒子 中 ,每 个 盒 中 放 2 只 
球 , 求 同色 球 在 同一 盒 中 的 概率 . 

12.4 掷 2 枚 蜗 子 总 点 数 为 8 与 掷 3 枚 人 子 总 点 数 为 8, 哪 种 可 能 性 更 大 ? 

12.5 掷 2 枚 蜗 子 总 点 数 为 9 与 掷 3 枚 般 子 总 点 数 为 9, 哪 种 可 能 性 更 大 ? 


12.6 掷 2 枚 完全 相同 ,但 不 均匀 的 角子 ,证 明 点 数 相同 的 概率 不 小 于 二 


12.7 4 个 人 中 至 少 有 2 人 的 生日 在 同一 天 的 概率 是 多 少 ?” (假设 一 年 365 天 ). 

12.8 袋 中 有 编号 为 1,2,3,4 的 4 个 小 球 , 从 袋 中 不 放 回 地 取 4 次 ,每 次 取 一 个 , 求 每 
次 取 到 的 编写 都 与 次 序 不 同 的 概率 . 

12.9 设 A,B 是 2 个 随机 事件 ,已 知 P(A)==0.4,P(B)==0.3. 

(1) 如 果 P(A UB)==0.6, 求 P(AB),P(A | B). 

(2) 如 果 A 和 B 互 不 相 容 , 求 P(A UB),P(A 一 B). 

(3) 如 果 A 和 B 相互 独立 , 求 P(A UB),P(A 一 B). 

12.10 设 A,B 是 2 个 随机 事件 旦 AUB =2, 证 明 : 

P(AB)=P(A)P(B)— P(A)P(B) 
12.11 证 明 : P(AjUAsU…UA,) 三 P(A) 二 P(A;) 二 +… 十 P(A,). 
12.12 将 3 个 乒乓 球 放 人 4 只 杯子 中 ,每 个 乒乓 球 放 和 人 每 只 杯子 中 的 可 能 性 相同 . 求 
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杯 中 球 的 最 大 个 数 为 1,2,3 的 概率 . 

12.13 三 个 人 各 目 独 立地 破译 一 个 密码 ,他 们 能 破译 的 概率 分 别 为 0.2,0.4 和 0. 25. 

12.14 盒 中 有 12 只 乒乓 球 , 其 中 9 只 是 新 的 ,3 只 是 用 过 的 . 第 一 次 从 中 任 取 3 只 ,用 
后 放 回 盒 中 . 第 二 次 再 从 盒 中 任 取 3 只 ， 

(1) 求 第 二 次 取 到 3 只 新 球 的 概率 . 

(2) 已 知 第 二 次 取 到 3 只 新 球 , 求 第 一 次 取 到 3 只 新 球 的 概率 . 

12.15 设 Bi ,B:,…,B, 是 样本 空间 的 一 个 划分 且 P(B;) 宝 0,i1 二 1,2,…,n,A 是 任意 
随机 事件 旦 P(A) 二 0, 证 明 ; 对 每 一 个 i(1 二 1,2,*…,n)， 


P(B, | A) = > | 如 :2 


SP(B,)P(A | 8B,) 
此 式 称 作 贝 叶 斯 (Bayes) 公 式 . 

12.16 证 明 : 如 果 A 与 B 相互 独立 , 则 A 与 B,A 与 B,A 与 B 也 相互 独立 . 

12.17 上 下 里 耶 (Polya) 坛 子 模型 . 设 坛子 中 有 5 个 黑 球 和 7 个 红 球 , 现 从 中 每 次 取出 一 
个 ,取出 后 放 回 ,并 将 c 个 与 所 取出 的 球 同 颜色 的 球 放 入 坛 中 . 记 B,: 第 n 次 取得 黑 球 ， 
证 明 ， 
pb 
br 
这 里 5 和 rr 是 正 整数 ,c 是 整数 ,并 且 当 cc 过 0 时 ,6 十 7 一 (x 一 1)c 之 0. 当 c==0 时 为 放 回 抽样 ， 
当 c 王 一 1 时 为 不 放 回 抽样 . 

12.18 巴 拿 蔡 火柴 问题 . 某 人 买 了 2 盒 火柴 ,每 盒 有 交 根 ,每 次 从 任 一 盒 中 取 一 根 使 
用 . 求 当 他 用 完 一 盒 ( 取 最 后 一 根 ) 时 , 男 一 使 有 r(l 志 7r 二 n) 根 的 概率 ,又 问 ; 另 一 盒 剩 几 根 
的 可 能 性 最 大 ? 

12.19 买 票 问题 , 2n 个 人 排队 买 票 ,其 中 个 人 每 人 拿 一 张 5 圆 人 民 币 ,n 个 人 每 人 拿 
一 张 10 圆 人 民 币 . 每 张 票 5 圆 ,售票 处 没有 预备 去 钱 , 求 售票 中 没有 人 因为 找 不 了 钱 必 须 
让 后 面 的 人 先头 的 概率 . 

12.20 ”对 超 几 何 分 布 验证 ; 


P(B,)= 1 一 ] ,2 


其 中 ,NN ,Mn 均 为 正 整数 ,MN,n 三 N 一 M,[ 一 min{M,n)}. 
12.21 对 负 二 项 分 布 验证 ， 
2 (RAR 十 一 1 网 加 
村 gp =! 
k=1 \ si 
其 中 ,0 二 p 二 1,g= 二 1 一 pyr 是 正 整 数 . 
12.22 人 名 中 有 1,2,3,4,5 五 个 号 码 牌 ,从 中 任 取 3 个 ,以 X 表示 取出 的 3 个 号 码 中 的 


最 大 号 码 . 试 写 出 X 的 分 布 律 . 
12.23 盒 中 有 3 个 日 球 和 2 个 黑 球 ,从 中 任 取 2 个 ,以 X 表示 取得 的 日 球 数 , 试 写 出 


X 的 分 布 律 . 

12.24 设 某 射手 每 次 射击 击 中 目标 的 概率 为 0.8, 共 射击 30 次 , 求 击 中 目标 次 数 X 的 
分 布 律 . 

12.25 设 某 射 手 每 次 射击 击 中 目标 的 概率 为 0.8, 连 续 回 一 个 目标 射击 ,直到 击 中 目 
标 为 止 . 求 射击 次 数 X 的 分 布 律 . 

12.26 设 昆虫 产 卵 数 X 服从 参数 的 泪 松 分 布 , 又 设 一 个 虫 卵 能 孵化 成 昆虫 的 概率 
为 p(0 二 p 二 1) ,并 且 虫 卵 是 否 能 孵化 成 昆虫 是 相互 独立 的 ,把 此 昆虫 下 一 代 的 条 数 记 作 Y， 
试 给 出 Y 的 分 布 律 . 

12.27 有 m 个 盒子 和 许多 小 球 , 将 小 球 一 个 一 个 地 放 入 盒子 中 ,每 个 小 球 放 入 每 个 盒 
子 的 可 能 性 相等 . 试 写 出 下 述 随 机 变量 X 的 分 布 律 . 

(1) 共 放 了 nn 个 小 球 ,X 是 某 个 指定 的 盒子 中 的 小 球 数 . 

(2) X 是 第 一 次 把 小 球 放 和 人 某 个 指定 的 盒子 中 后 , 放 和 人 所 有 盒子 中 的 小 球 数 . 

(3) X 是 在 某 个 指定 的 盒子 中 放 和 人 第 > 个 小 球 后 , 放 人 所 有 盒子 中 的 小 球 数 . 

(4) X 是 直到 每 个 盒子 中 都 有 小 球 时 放 和 人 所 有 盒子 中 的 小 球 数 . 

12.28 设 XX~B(n,p) ,整数 上 ,0 三 kn, 证明: 


: nn) 
(1) PIX>4)< ("pr 


(2) PIMX<o<| jap 


12.29 某 射手 的 命中 率 为 p(0 二 p 二 1) ,他 每 次 取 10 发 子弹 , 寿 击 中 日 标 或 打 完 了 子 
弹 就 结束 这 次 练习 . 问 他 每 次 练习 平均 用 几 发 子弹 ? 

12. 30” 求 习题 12. 22 和 习题 12. 23 中 的 X 的 期 望 和 方差. 

12.31 据 n 枚 角子 , 求 点 数 之 和 的 期 望 和 方差 . 

12.32 将 nn 个 小 球 放 入 m 个 盒 中 , 设 每 个 小 球 放 人 每 个 盒 中 是 等 可 能 的 , 求 有 球 的 盒 
子 数 的 期 望 . 

12.33 甲乙 两 人 对 局 ,约定 连 胜 两 局 者 获胜 并 终止 这 次 比 去 . 设 在 每 局 中 甲 获胜 的 概 
率 为 尹 , 乙 获胜 的 概率 为 1 一 祖 , 求 他 们 每 次 比赛 的 平均 对 局 数 . 

12.34 和 人 锥 中 有 个 号 球 ,k= 二 1,2,…,n， 从 中 摸 出 一 个 球 , 求 摸 出 的 球 的 号 码 的 
期 望 . 

12.35 设 f(zx)(zx 宇 0) 单 调 非 降 且 恒 大 于 0, 又 设 XX 是 一 离散 型 随机 变量 有 EL f(X)] 
存在 . 证 明 : 对 任意 的 过 0， 

P{|X| 实 1t} 志 < AEXI)] 
12.36 设 久 是 一 非 负 离散 型 随机 变量 且 E(X) 存 在 . 证 明 ; 对 任意 的 过 0， 


P{X>1)< STE(X) 
此 不 等 式 称 作 马 尔 可 夫 不 等 式 . 
12.37 设 随机 变量 X 取 非 负 整 数值 上 且 数 学 期 望 存 在 , 试 证 明 : 


E(X) = 2 {(X 宇 &) 


k=] 


二 RD 洪 
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Eat— ya yn 试 证 明 ， 


站 
i 一 1 


12.39 ”证 明 母 限 数 的 性 质 12. 4.1 和 性 质 12. 4. 2 , 即 
(1) Wax+s (5s) — syx(s’ ) ,其 中 asb 是 非 负 整数 . 
(2) 设 入 ,Xs，,…,X, 相互 独立 , 母 函数 依次 为 G5),(9) (5). 又 了 二 外 十 Xz 十 … 十 


Wy (s) = [| ys) 
12.40 设 Xi,X ，…X, 相互 独立 且 孝 服从 参数 p 的 几何 分 布 ,其 中 0<=p 一 1, 义 关 = 
Xi 十 X 十 … 十 X,. 证 明 : X 服从 参数 p,r 的 帕斯卡 分 布 . 
12.41 设 XX 服 从 参数 p,r 的 帕斯卡 分 布 ,其 中 0 二 p 二 1,7r 是 正 整 数 , 试 计算 X 的 母 
12.42 设 在 伯 努 利 试验 中 ,每 次 试验 事件 A 发 生 的 概率 为 p(0=p=1). 把 首次 出 现 
A 发生 之 后 接 者 A 不 发 生 的 试验 次 数 记 作 X, 即 X 等 于 使 得 A 在 第 ?一 1 次 发 生 且 在 第 
n 次 不 发 生 的 最 小 的 n. 求 X 的 母 函 数 以 及 数学 期 望 和 方差 . 


12.3 习题 解答 与 分 析 


12.1 设 A; 没有 同 号 ,B: 有 同 写 ,C: 至 多 有 2 张 同 扎 . 
P(13,3) 13X12X11 132 


[1 POAYS= EE EE = 
(2) B=A,P(B)=1—P(A)=—-0 =—0. 219 
| 加 13 168 
站 过 = EE MN = 
(3) C: 3 张 都 同 号 ,P(C) 二 1 一 P(C) 二 1 一 Tas 一 J6g 一 0. 994 
12.2 (1) 不 放 回 地 抽取 3 次 ,每 次 都 抽取 到 次 品 ,其 概率 为 
“00 
10X9X8 120 
(2) 解法 1 不 放 回 地 抽取 10 次 ,第 10 次 抽取 到 次 品 , 其 概率 为 
3X9!_ 3 
10! 10 


解法 2 只 需 考虑 最 后 一 次 ,测试 10 次 才 找 到 全 部 次 品 当 且 仅 当 第 10 次 抽 到 的 是 次 
品 , 故 其 概率 为 广 
12.3 从 4 只 球 中 任 取 2 只 放 人 第 一 个 盒子 中 , 剩 下 的 2 只 放 人 第 二 个 盒子 中 ,共有 
,= 种 可 能 ， 同 色 球 在 同一 盒 中 有 2 种 可 能 , 故 其 概率 为 2 一 二 ， 
“12.4 方法 1 掷 2 枚 仍 子 ,共有 6 一 36 种 可 能 . 总 点 数 为 8 的 可 能 情况 :2 点 十 6 点 ， 


离 均 柑 这 


6 点 十 2 点 ,3 点 十 5 点 ,5 点 十 3 点 ,4 点 十 4 点 , 共 5 种 . 故 其 概率 为 二 


据 3 枚 般 子 ,共有 6 一 216 种 可 能 . 总 点 数 为 8 的 可 能 情况 :2 个 1 点 和 1 个 6 点 ,有 
P(3,1) 二 3 种 可 能 ;1 个 1 点 ,1 个 2 点 和 1 个 5 点 ,有 31 二 6 种 可 能 ;1 个 1 后 ,1 个 3 扩 和 
1 个 4 点 ,有 6 种 可 能 ;2 个 2 点 和 1 个 4 点 ,有 3 种 可 能 ;1 个 2 点 和 2 个 3 点 ,有 3 种 可 能 ， 


共有 3 十 6 十 6 十 3 十 3 一 21 种 可 能 族 其 概率 为 了 一 坊 ， 


2 所 以 掷 2 枚 般 子 总 点 数 为 8 的 可 能 性 , 比 据 3 枚 做 子 总 点 数 为 8 的 可 能 性 大 ， 
方法 2 用 生成 函数 求 可 能 性 的 种 数 . 
2 枚 货 子 的 点 数 之 和 等 于 8. 考虑 
yr 1 二 7 ,Xs 和 6 
生成 函数 Cue ty y my 
yy (1 y" | —y) 
”fr 十 1 
7 一 2 二 2) y 
六 一 山 
的 系数 为 | | 一 2 一 5 得 2 枚 山子 的 点 数 之 和 等 于 8 有 5 种 可 能 , 故 其 概率 为 
3 枚 锅子 的 点 数 之 和 等 于 8. 考虑 
TI TXT Ts—8 lx ;x 1X6 
令 zx 二 x, 一 1 ,i 一 1,2,3, 得 
Ti 十 十 Xs 二 5 ”x 为 非 负 整数 ， ;一 1,2,3 


z 7 十 2 
生成 困 数 H(z) 一 (1] 一 >) 一 一 2 六 


r=0 \ 


ia z | 
2 的 系数 等 于 | |] 一 5 一 21, 得 3 枚 角 子 的 点 数 之 和 等 于 8 有 21 种 可 能 , 故 其 概率 为 


A 
”72 

分 析 ”对 于 这 类 计数 问题 , 当 问 题 很 简单 的 时 候 可 以 用 穷 举 的 方法 和 简单 的 排列 组 合 
公式 来 解决 , 当 问 题 比 较 复杂 的 时 候 就 需要 使 用 组 合计 数 的 技巧 ,如 利用 生成 函数 每 . 

12.5 2 枚 贷 子 的 点 数 之 和 等 于 9. 考虑 

a i be 
生成 函数 Gly) = (y 二 十 十 y)? 
= y (ly) (oy) 


| 
Ya-2y + | yy 
r=0 


8 2 
y 的 系数 为 | | 一 2| | 一人, 得 2 枚 山子 的 点 数 之 和 等 于 9 有 4 种 可 能 , 故 其 概率 为 5 一 


者” 
3 枚 角子 的 点数 之 和 等 于 9. 考虑 
1 -a -i 一 [ep ato sla 6 
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生成 限 数 H(z) = (z 二 十 十 2 ) 
一 如 (1 一 加 六 (1 一 2) 一 


= fr 十 2 
F 一 站 


让 站 
6 216- 


之 二 ,所 以 所 3 枚 般 子 总 点 数 为 9 的 可 能 性 比 掷 2 枚 明 子 总 点 数 为 9 的 可 能 性 大 . 
相同 的 概率 为 p = 之) 户 ， 


x 的 系数 为 国 必 3 枚 般 子 的 点 数 之 和 等 于 9 有 25 种 可 能 , 故 其 概率 为 


i 一 1 i=1 i 二 1] j= 计 ] 
下 5 8 
Op > pip’) 
i=1 i 一 1 j= 汁 ]1 
6 
= 62p: = 6p 
i= 1 


得 证 p 之 二， 
12.7 设 A: 4 个 人 中 至 少 有 2 人 的 生日 在 同一 天 . 


PO OR I : 
12.8 记 A:; 每 次 取 到 的 编写 都 与 次 订 不 同 ,B;: 第 i 次 取 到 i 写 小 球 ,i 二 1,2,3,4 
A=B. UB UR UD, 


一 0.0106 


上 一 人 一 才 1 过 过 4 
BR 0 
iD; 11 19 人 
1 1 汪汪 | 
FB.bB F777 li<j<kS4 
P(B, B,B,B EE 
4!1 24 


于 是 ,由 车 当 公式 得 
P(A)= 1— P(B,UB;,UB;UB,) 


4 
=1— > P(B)+ > P(BB;))— > P(B,B,B;) + P(BB,B;B,) 


1 二 1 lj 寺 4 li jk 
i 
-1 4xX I 16X]s 4X31 T2148 


12.9 (1) 由 加 法 公式 得 
P(AB)=P(A)+P(B)—P(A UB)=0.4+0.3—0.6=0.1 
pAIB)=PAB_0.1_1 


P(B) 0.3 3 
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(2) 若 A 与 B 互 不 相 容 , 则 
P(AUB)=P(A)+P(B)=0.4+0.3=0.7 
P(A—B)=P(A)=0.4 

(3) 若 A 与 B 相互 独立 , 则 P(AB)== P(A)P(B)= 0.4X0.3=0. 12. 

于 是 


雪 书 洪 


P(AUB)=POGUVTFP(B) P(AB)=0.410.3 0.,12=0,38 
P(A—B)=P(A)— P(AB)=0.4—0., 12=0. 28 
12.10 右边 = P(A)P(B) 一 P(A)P(B) 
= P(A)P(B)— (1— P(A))(1— P(B)) 
一 P(A) 十 P(B) 一 1] 


= P(A)+P(B)— P(AU B) (P(AU B) = P(O) = 1) 
二 P(AB) = 左边 (加 法 公式 ) 
12.11 由 于 P(AB) 关 0, 故 有 
P(AUB)=P(A)+P(B)— P(AB)<P(A)+P(B) (x*) 


用 归纳 法 . 当 n==1 时 ,结论 目 然 成 立 . 
假设 对 于 结论 成 立 , 则 有 
P(A1U A; Ui UA,r) 


P(A UA， Ue UA IJ) 十 P(A 由 ( * ) 
委 P(A) 十 P(A:) 十 … 十 P(4.) 十 P(A+i) 由 归纳 假设 


得 证 对 于 n 十 1 结论 也 成 立 . 
12.12 记 A;: 杯 中 球 的 最 大 个 数 为 i,i 二 1,2,3. 
3 个 乒乓 球 放 和 人 4 个 杯 中 共有 全 种 可 能 . 
A; 发 生 当 且 仅 当 3 个 乒乓 球 放 和 人 1 个 杯 中 ,有 4 种 可 能 , 故 


IE 
Ai 发 生 当 且 仅 当 3 个 乒乓 球 放 和 人 3 个 不 同 的 杯 中 ,有 P(4,3) 二 4X3X2 种 可 能 , 故 
14X33X2 3 


As 发 生 当 且 仅 当 2 个 乒乓 球 放 和 人 1 个 杯 中 ,而 剩 下 的 1 个 乒乓 球 放 人 万 一 个 杯 中 .从 
3 个 乒乓 球 中 任 取 2 个 (有 | |= 种 可 能 ) 放 入 1 个 杯 中 (有 4 种 可 能 ) , 剩 下 的 1 个 乒乓 球 
放 入 剩 下 的 3 个 杯 中 的 任意 1 个 中 (有 3 种 可 能 ), 故 


3X4X3 9 
或 者 ,由 P(A) 和 P(A;,) 求 P(A，)， 
SEE 
P(A,)=1— P(A,)— P(A,)=1 ee 


分 析 ”设想 将 4 个 杯子 顺序 排 好 ,将 乒乓 球 一 个 一 个 地 放 和 人 杯 中 ,这 是 可 重复 排列 ,总 
数 为 人 .注意 放 入 不 同 杯 中 王 乓 球 要 考虑 放 入 的 顺序 ,如 在 第 1,2,3 次 和 在 第 2,3,1 次 把 
3 个 球 分 别 放 入 第 1,2,3 个 杯子 中 是 不 同 的 2 种 情况 , 故 在 计算 P(A) 时 要 用 排列 数 


离 旗 数学 习题 解答 与 学 习 指 时 (和 急 3 版 ) 


种 情况 ,与 3 个 球 的 放 和 人 顺序 无 关 , 故 在 计算 P(A) 时 用 组 合 数 | 


P(C4,3); 而 放 和 同一 个 杯 中 的 乒乓 球 不 计 放 人 的 顺序 ,如 把 3 个 球 放 和 人 第 一 个 杯子 中 是 一 


(2 


12.13 设 A,: 密码 被 第 i 个 人 破译 ,i 二 1,2,3. 根据 题 设 ,A,、A,、A, 相互 独立 ， 所 求 


概率 为 


P(A1UA;,UA,)=P(A)+P(A;)+P(A;)— P(A A,) 
—P(AA;)—P(A,A;)+P(AA,A;) 
=P(A)+TP(A,)+ P(A;)— P(A)P(A,) 
P(A P(A;)— P(A,)P(A;,) TP(A)P(A, )P(A;,) 
-2 0 0 oD dD 2A0.29 
“0.4X0.25070.2X0.4X0.25 


一 0.04 


12.14 设 A;: 第 一 次 取 到 i 只 新 球 ,i 二 0,1,2,3,B: 第 二 次 取 到 3 只 新 球 . 所 求 的 概 


率 分 别 是 P(B) 和 P(A,|B). 


HP 
a OD 
| 
OO 
ph 


Lo 


4 
P(B|A) = 入 = 


(1) 由 全 概率 公式 


3 
P(B) = 2»,P(A,)P(B | A,) 


i=0 
_ 18 27 
220 ~ 220 1 220 
— 0.1458 


(2) 由 条 件 概 率 的 定义 和 乘法 公式 


P(A;|B)= PB) 


84 、 20 


220 “220 


56 ，108 、 35 
X 390 十 xX Ee 


， 
We 


108 、 35 ，84 、 20 


0 9900 22 “900 


P(B) 


Jo. 1458 王 0. 2381 


郊 族 要 尝 


第 

，、,，,、  P(B,A) 

2 (条 件 概率 的 定义 ) 12 
PP(B)P(A | Bi) 


(乘法 公式 和 全 概率 公式 ) 


2 1 了 RU 


=P(A)— P(A)P(B) (A 与 B 相互 独立 ) 
一 P(A)11 一 P(CB) ] 
=P(A)P(B) 


得 证 A 与 妃 相互 独立 . 

由 A 与 B 相互 独立 礼 A 与 B 相互 独立 ,不 难得 到 A 与 B 相互 独立 >A 与 B 相互 独立 
和 A 与 B 相互 独立 坟 A 与 B 相互 独立 坟 A 与 B 相互 独立 . 

12.17 设 A;: 机 7 一 1 次 取 到 i 个 黑 球 和 nn 一 i 一 1 个 红 球 ,1 二 0,1,*…,n 一 1] 
由 全 概率 公式 得 到 


n—l 
P(B,) = >》,P(A)P(B, | A;) 
i=0 
0 HDT. Br ne) pr 二 (nm 1)c 


br ((6 二 中 十 r)((b 十 0 中 十 rr 十 c)…:((6 十 0 中 十 7 十 (nn 一 2)c) 


3 中 的 项 是 开始 时 坛 中 有 5 十 c 个 黑 球 和 7 个 红 球 ,前 n 一 1 次 取 到 i 个 黑 球 和 nn 一 ;一 1 个 


红 球 的 概率 ,其 和 等 于 1, 故 得 证 P(B,) 三 


了 


12.18 记 A: 从 第 1 盒 中 取 ,B: 从 第 2 盒 中 取 ， P(A)=P(B)=5. 


当 用 完 一 盒 时 男 一 盒 还 有 r 根 全 在 前 2n 一 r 一 1 次 中 A 发生 n 一 1 次 且 第 2n 一 r 次 A 
发 生 ,或 者 在 前 2n 一 r 一 1 次 中 B 发 生 n 一 1 次 且 第 2n 一 r 次 B 发 生 . 于 是 ,所 求 概率 为 


2n—r—1\)f] N22-r 
| | )3) 

2 2n—r—1 
一 1 一] | 了 


考虑 多半 之 1， = Zn 一 7) >] , 解 得 7<1. 于 是 , 思 一 才 , 且 当 7>2 时 ,p, 二 ps, 故 另 一 全 


和 1 要 很 炎 荣 的 可 能 rn 

12. 19 ”如 下 表示 整个 买 票 过 程 : 在 平面 直角 坐标 系 中 ,从 原点 (0,0) 出 发 ,每 次 向 右 走 
一 步 , 若 拿 的 是 10 圆 , 则 向 右上 方 走 一 步 ; 若 拿 的 是 5 圆 , 则 向 右 下 方 走 一 步 . 这 样 整个 买 
票 过 程 可 表示 成 一 条 从 (0,0) 到 (2n,0) 的 折线 ,如 图 12. 1 中 实 线 所 示 . 这 样 的 折线 共有 


的 号 
7 


离 赦 数学 习题 解答 与 学 习 北 时 (和 急 3 版 ) 


图 12.1 


售票 中 找 不 了 钱 当 且 仅 当 折线 与 直线 y=1 相交 . 
设 折线 与 y=1 相交 ,将 折线 从 第 一 个 交点 到 终点 (2n,0) 以 y=1 为 轴 翻 转 180", 如 
图 12. 1 中 虚线 所 示 . 连同 第 一 个 交点 前 的 部 分 得 到 一 条 从 (0,0) 到 (2n,2) 的 折线 . 不 难看 
出 ,这 种 从 (0,0) 到 (2n,2) 的 折线 与 原先 从 (0,0) 到 (2n,0) 且 与 y==1 相交 的 折线 一 一 对 应 . 


z 27 
而 从 (0.07 到 (2w,2 的 折线 有 | 条 ,地 也 求 要素 


2n 
WE 一/ | 
? 2n n 十 ] 
a 


12. 20 ”考虑 (1 十 x)N 二 (1 十 x)*(1 十 x)N-Y ,比较 两 边 x" 的 系数 ,得 


-Bl 


— 
卫 
梧 | 


k=0 r—1 
得 证 
| 
让 人 
k=0 nt | 


分 布 律 为 


12.23 P{X= os | 


分 布 律 为 


12.24 X~B(30,0.8) ,其 分 布 律 为 


30 
P(x=4)=[ y 8° XO0.2™ k=Uyls™y30 


12.25 X 服从 参数 户 一 0. 8 的 几何 分 布 ,其 分 布 律 为 
P{X=k}=0.2:-1X0.8 k=1,2,. 


A 7 有 一 上 
ile “GE 一 
(bp 六 (01 党 
二 
k1 i 二 此 | 
四 本 
lL J . eq 
(Ap)” 
uw p ep k=0,1,. 


k! 
即 Y 服从 参数 42 的 泊 松 分 布 . 


| 
| 


裔 放松 柠 


12.27 (1) 把 小 球 放 入 指定 盒子 中 的 概率 为 一 ,7 个 小 球 中 放 入 指定 盒子 中 的 小 球 数 


X~B[n, 志 ,其 分 布 律 为 


m 
11 “Er | 一 上 
P(x=4)=| 加 1 k=0,1, ,Nn 
p nm i 


才 沂 


离 族 数 学 习题 解 伟 与 学 习 指 时 (条 3 版 ) 


(2) 在 把 小 球 第 一 次 放 入 指定 的 盒子 中 后 , 放 和 人 所 有 盒子 中 的 小 球 数 X 服从 几何 分 


布 , 其 分 布 律 为 
PIX=A=[1- 二 全] & 一 1.2 


1 i 


(3) 在 指定 的 盒子 中 放 入 第 个 小 球 后 , 放 入 所 有 盒子 中 的 小 球 数 X 服从 帕斯卡 分 布 ， 


其 分 布 律 为 
Ep—] RE—r yr 
pix=p= (2) () nee 


(4) 当 m 二 1 时 ,显然 P{X=1})=1. 

当 加 记 ] 时 ,对 = 二 m,m 十 1,…, 久 二 当 且 仪 当 前 一 1 次 把 小 球 放 人 m 一 1 个 盒子 中 ， 
且 这 mm 一 1 个 盒子 中 都 有 小 球 , 第 次 把 小 球 放 人 剩 下 的 一 个 空 盒 

不 妨 设 第 次 把 小 球 放 入 第 m 个 盒子 中 , 记 A;: 前 i 一 1 次 没有 把 小 球 放 人 第 i 个 盒 - 
中 ,i 一 1,2,…,m 一 1. 于 是 有 


kl 
PIX=k}=m ' ld — P(AUA,U. UA,-_1) 
mi mm 
9 下 一 1 
P(A)= [1 一 记 | Ii mC—1 
z | | \E—1 
P(Asi)=[1— 训 | 1 二 sy 夺 m 一 1 
| 0 k—1l 
FUR -人 (1 一 2 1 二 过 之 之 2 _, 夺 m 一 1 
P(AIA…A _1) 一 (0 


由 在 当 公 式 
7 一 此 7 —] . k—l 
a U A, UU A,i) = 53a " J 车 ! 
i 


= n1 
得 
: 1 一 2 7 一 1 | 下 一 ] 
PA e000 0 (1— 站 ] A 
i=0 1] | 
12.28 (1) 设 XX~B(n,p) 
PP 和 之 局 加 2 n—i 
i=k \! 
2 {nn 
i 2 后 
1 一 下 \L 
加 | jn 下 一 
有 pe cr 
而 


7 n n | 天 1 (2 一 A) 1 一 (nk)! n—k 
jt EE) GHA! nj—h)! nl ak)D! (Uj; 


代入 上 式 , 得 


二 hn 
P{X 之 k} < | jp z jp _ | y 
kj) j=o\ J k 


(2) 令 了 =n 一 X~B(n,1 一 p), 由 式 (1) 


PIX<HI=PlY>n-4<| Jap op 
nk k 


12.29 设 X: 每 次 练习 所 用 的 子弹 数 ,X 的 分 布 律 为 
gip k=1,2,.,9 


P(x=hI=| 
gq k=10 


每 次 练习 所 用 子弹 的 平均 数 为 


9 
EX = Dkg' p+ 10g 


k=1 


10 9 10 
— hg — Dh = 2 
k=—1 k=1 k=1] 
加 pe 1—g" 


jf 
12.30 (1) 题 12. 22 中 义 的 分 布 律 为 


E(X) 一 3X0.1 十 4X0.3 十 5X0.6 一 4.5 
E(X2) 一 32X0.1 十 42X0.3 十 5 X0.6 一 20.7 
(RY ELI IE(XIT = 7 4 = 
(2) 题 12. 23 中 的 分 布 律 为 


FE(X)=0X0.1T1xXx0.6+2XxX0.3=1.2 
FULX = XD 1 X00 0318 
D(X)= E(X’°)—|E(X) 三 1.8 一 1.2 一 0. 36 
12.31 设 X;: 第 上 枚 散 子 的 点 数 ,k 二 1,2,…,n, 则 nn 枚 肯 子 的 点 数 之 和 
A a 
对 一 1,2,…,n, 有 


ECX) 一 二 (1 十 ?十 3 十 4 十 5 十 6) 一 了 


ECX 人 ) 一 去 (2 十 2 十 3 十 全 十 革 十 6 一 二 


6 
3 
D(X) = 加 所 


离 放松 宰 


敲 碟 数学 习题 解答 与 学 习 耕 时 (和 急 3 版) 


和 A] a 相互 独立 , 故 
EX = DE(X) = on 


EkE=1 
DX = YD(X,) = > 
k=1 12 
0 本 
12 32 Te A i 1 一 ] ,2 ,I 
0 个 则 
则 
/1 
| i 
ee / ] 下 
PIX=T1=I 一 [1 二 | 
mm 


EC(X)=1- (1 志 ) 1 一 ] ,2…,7171 
ni 
而 有 球 的 盒子 数 久 二 XX 十 Xs 十 … 十 XX ,从 而 


kA = SECX,) 中 一 (过 


i 一 1 

12.33 设 X: 每 次 比赛 的 对 局 数 , 记 A: 甲 胜 ,B: 乙 胜 ,q 王 1 一 户 
X 一 2 全 4ABAB…ABAA 或 BABA…BABB 
X 一 2 十 1 全 ABAB.…ABB 或 BABA…BAA 


于 是 
PIX=2k})=(po)” pi(gpy gq =—=(poq)y” "(fp +og) 
P{X=2k+1}=(pq)*g+ (gp)*p= (pq) , k=1,2,° 

EX = Sf2p pga) 1(p’ + gg) (2k+1)(pg):] 
此 一 | 
= 2(p’+g pg) > kpa) + > pa)’ 
k=1 k=1 
= 2(1 _ pq) YkCpg) a Dm) 
R= 1 
而 


DI 


k=1 ] 一 
fy 1 ) = ] 
[FE (1— zx) 


k=0 


令 x 一 pq, 得 
EC ] 

Ee 

2 J (1— pg)” 


代入 EX ,得 
1 pq 2Tpg 


下 是 三 外 一 有 
MN (pa) 1 一 加 1 一 入 


12 34 袋 中 球 的 总 数 为 1 十 2 十 … 十 x 一 地 na(z 十 1)， 


记 X: 摸 到 的 号 码 ,X 的 分 布 律 为 
2k 


上 全 一 人 一 十 RA 
于 是 
STAR 
a n(n 1) es 
2 RT 1 , 
n(n 二 +1) 0 5 i 


12.35 ” 设 X 的 分 布 律 为 P{X=a;}= 二 py,k 二 1,2,*…， 


遍 放 据闻 


因为 f(x) (x 宇 0) 单 调 非 减 , 故 当 1 志 |as | 时,f(2) 志 f(as1). 于 是 ,对 任意 的 过 0， 


P{IX|l20 = Dp < ep < 5 ep 


la | >t Ia, [1 f (1) 

= FEL XI)] 

12.36 根据 上 题 , 取 f(z)==t, 对 任意 的 1 二 0, 则 
P{IX|>1)<7E(X) 


12.37 设 X 的 分 布 律 为 P{X 


人 是 
SS J 


k= 1 k=1 i=Ek i 二 1] k&=1 i 二 1 


两 个 求 和 交换 次 序 如 图 12. 2 所 示 . 


[ 


一 ho 上 (nm , 
—_ 上 a 


0 12 34 5 6K 0 12 34 5 6K 


(a) (b) 


图 12.2 


12.38 设 X,X,,…,X, 所 有 可 能 的 取 值 为 $ ,由 全 概率 公式 , YaES, 得 


离 族 数学 习题 解 仁 与 学 习 指 时 ( 委 3 版 ) 


E(Xy) = >ap(Xr =a}= >a Daplx, = a) 
ES k=1l 


aESs a 
= > co PaP{X, = a) =- > cE (X,) 
k=1 a€S La 


12.39 (1) txts(s)—=E(s" 3)=sE(s® )=s yx (ss) 
(2) 由 XXX 相互 独立 可 推出 sa ,se ，… ,和 % 也 相互 独立 , 才 


Jr Cs) = ECathot Ht) 一 TTECG*) = TH) 
Pe” 1 


12.40 方法 1 已 知 X ,Xi ，…X, 都 服从 几何 分 布 且 相 互 独立 ,其 分 布 律 为 

P{X,=i}=g lp 一 1;,2,， 7 一 1,2，…yr 
于 是 ,对 k==r,r 十 1,… ,有 

P{X=&k} 一 PXI 十 Xs 十 … 十 X, 一 人 } 

= pg pq pg p= Dg pp 
这 里 >,， 是 对 所 有 满足 下 述 条 件 的 正 整 数 译 ,i,，,…,i, 求 和 : 
计 十 认 十 … 十 i 二 
令 z= 二 生 一 1,j 二 1,2,… sr, 得 
Xi 十 ZX 十 … 十 Xx, 二 kk 一 r， 其 中 zi ,zz 是 非 负 整数 


太一 
满足 上 述 条 件 的 x ,x ，… 有 | 1 和 能 (把 & 一 r 个 1 和 7 一 1 个 0 任意 地 排 成 一 排 ， 


r 一 1 个 0 把 1 分 成 + 段 , 每 段 中 1 的 个 数 依 次 记 作 myzz，…z 它 们 满足 上 述 条 件 . 反之 ， 
满足 上 述 条 件 的 rx 个 非 负 整数 ,也 对 应 于 一 r 个 1 和 7 一 1 个 0 的 一 个 排列 ), 故 


= 
p(x) ep | 


得 证 X 服 从 帕斯卡 分 布 . 

方法 2 设 在 伯 努 利 试验 中 每 次 试验 事件 A 发 生 的 概率 为 p (0 二 p=1), 记 Xi(k 二 1， 
2,…,7) 为 从 事件 A 第 一 1 次 发 生 后 到 第 次 发 生 所 做 的 试验 次 数 (不 含 第 & 一 1 次 发 生 的 
试验 , 含 第 上 次 发 生 的 试验 ),Xi,X;,…,X, 相互 独立 且 都 服从 参数 p 的 几何 分 布 显然 
X 王 Xi 十 X* 十 … 十 X, 为 事件 A 第 r 次 发 生 时 所 做 的 试验 次 数 , 故 X 服从 参数 p ,r 的 帕 斯 
卡 分 布 . 

12.41 根据 上 题 X 可 表示 成 ”~ 个 相互 独立 的 几何 分 布 之 和 , 即 

XX 二 XX 十 六 ;十 … 十 六， 
其 中 Xi ,XX ,… ,XX, 都 服从 几何 分 布 且 相互 独立 . 主教 材 中 例 12. 18 已 计算 出 
9) = 了 TE(XD= 记 ， D(Xi) = 各 

其 中 一 1,2,…,r, g 一 1 一 p. 于 是 


we = [Ts 0 = f 时 (主教 材 中 人 性质 12. 4. 2) 
0, 


离散 概 间 


第 
E(X) = > EC ) = 一 12 
ey p “ 

宇 . 


ee 
k=1 \ 
12. 42 镀 二 nn 当 且 仅 当 对 某 个 i(0 声 i 过 n 一 2) ,前 i 次 A 不 发 生 , 接 着 从 第 i 十 1 次 到 第 
n 一 1] 次 ( 共 n 一 i 一 1 次 )A 都 发 生 , 最 后 在 第 nn 次 A 又 不 发 生 , 故 


Ns 


和 一 证 一 电 
i 加 中 
i 二 0 i 二 0 


| 4 p" —g" 
= pO pg 
dl 
.也 
其 中 7 一 2,3.,… ,于 是 


人 n—] nn—l 
$s) = >,pq 8 
pq 


本 oo co 
一 pqs p >》, (ps 和 gq >》， (gs Ye 
p df 训 一 此 


天 一 也 


_ pgs. p gag 
p—qall—ps lg 


pqs 
1 一 5 十 力 05 
人 
(1—s 十 pas ) 
加 pqs(2— 3) 
(1 一 十 旋 05 ) 
四 (2 一 25)(1 一 5 十 力 08) 二 +s(2—s) X2(1—s++ pqs’)(1— 2pgs) 
(1 一 5 十 户 g5) 


本 
(1 一 5 十 力 0s 


l 
(1) 三 一- 
f pq 
ms tl 
a Ee eae 
(pq)” 


由 主教 材 中 性 夺 12. 4. 3, 得 


/ / ] 
f pq 


\ 2(1—2pg) 1 一 350 
OE a I eb abe ie hk We NE WR 


(pq) pq (pq (pa) 


第 草 
Ce 


13.1 内 容 提 要 


1. 密码 学 

明文 和 密 文 ,加 密 算 法 和 解密 算法 , 密 钥 , 私 钥 密码 与 公 钥 密码 . 

恺 撤 密码 E(i)==(i 十 k)mod 26,i 二 0,1,*… ,25. 

维 吉 利 亚 密码 Emm 1m,) 二 cp***c, ,其 中 二 Om 十 k;)mod 26,.m; 二 0,1,*… ,25， 
2 

RSA 公 钥 密码 ” 取 两 个 大 素数 p 和 g(p 关 9g), 记 n= 二 pg,$(n) 二 (p 一 1)(g 一 1). 选择 正 
整数 w,w 与 $(n) 互 末 , 设 d 是 ww 的 模 $(7) 逆 , 即 dw 三 1(mod $(n)). 


加 密 算 法 c=FE(m)=m*modn 
解密 算法 D(c)=c modn 


其 中 ,加 密 密 钥 w 和 ?7 是 公开 的 ,pg、$(n) 和 4 是 保密 的 . 

2. 产生 伪 随 机 数 的 方法 

产生 均匀 伪 随 机 数 的 方法 ”线性 同 余 法 . 乘 同 余 法 . 

产生 离散 型 伪 随 机 数 的 方法 ”离散 型 均 久 分布 伪 随 机 数 , 泪 松 分 布 伪 随 机 数 
布 伪 随 机 数 . 

3. 算法 的 平均 复杂 度 分 析 

算法 的 平均 复杂 度 分 析 是 相对 于 输入 的 概率 分 布 而 言 的 ,因此 为 了 对 算法 进行 平均 复 
杂 度 分 析 ,必须 首先 假设 输入 服从 某 种 分 布 . 

快速 排序 算法 与 桶 排序 算法 的 平均 时 间 复 杂 度 . 

散 列 表 检 索 和 插 人 的 平均 时 间 复 杂 度 . 

4， 随 机 算法 

随机 算法 ,蒙特 卡 罗 法 和 拉 斯 维 加 斯 法 , 单 侧 错误 和 双 侧 错误 . 

随机 快速 排序 算法 及 其 平均 时 间 复 杂 度 . 

多 项 式 恒 零 测试 随机 算法 及 其 错误 概率 . 

素数 测试 随机 算法 及 其 错误 概率 . 


13.2 习 部 


13.1 用 下 述 加 密 算 法 把 “XINGDONGZAIZIYE” 译 成 密 文 ,用 0 一 25 分 别 表示 


初 舍 数论 和 和 离开 概 村 的 应 用 


(1) 了 (一 (十 3)mod 26 

(2) EFE(i)=71 mod 26 

(3) EFE(i)=(51—2) mod 26 

13.2 用 维 吉 利 亚 密码 将 “XINGDONGZAIZIYE” 译 成 密 文 ,每 个 字段 含 3 个 字母 , 密 
钥 & 一 所 ps ,ki 二 3,ks 王 一 2,ks 王 7. 

13.3 设 整数 a,b,m, 其 中 mm 三 2. 证 明 ; 线性 同 余 变换 

El(1)=(attb)mod m, 1 一 0 1 7 一 ] 

是 40,1,…,7 一 1} 上 的 双 射 国 数 当 且 仅 当 wa 与 m 互 系 . 

13.4 写 出 13.1 题 中 3 个 加 密 算法 的 解密 算法 ,并 将 你 在 13. 1 题 中 得 到 的 密 文 恢复 
成 明文 . 

13.5 RSA 密码 取 p= 二 5,g 二 7,n 二 35,$(n) 二 24,w 二 7. 以 00~25 表示 A~Z, 每 个 字 
段 是 2 位 数字 . 

(1) 把 STOP 译 成 密 文 . 

(2) 收 到 密 文 32 14 32 ,把 它 译 成 明文 . 

13.6 对 下 述 参 数 给 出 用 线性 同 余 法 产生 的 伪 随 机 数 序列 ,并 指出 序列 的 周期 : 

(1) m=16,4a=7 ,c=1,7x0=0 

(2) m==9,4=7 ,c=4,x0 =3 

(3) m==15,4a=3,c=0,7x6o=] 

(4) m=17,4=2,c=0,7xo=4 

(5) m=17,4=5,c=0,7x0=1 

13.7 (1) 设计 用 (0,1) 均 匀 分 布 伪 随 机 数 , 产 生 服 从 下 述 分 布 律 的 伪 随 机 数 的 算法 : 


二 己 沂 


(2) 分 析 算 法 的 平均 运行 时 间 . 

(3) 改进 算法 使 得 平均 运行 时 间 最 少 . 

13.8 设计 用 (0,1) 均 匀 分 布 伪 随 机 数 ,产生 服从 几何 分 布 的 伪 随 机 数 的 算法 . 

13.9 线性 搜索 算法 如 下 : 

Linear Search(A ,zx) // 数 组 AL 1. .2 |], 待 查找 对 象 x 

1. for zi<-l ton do 

2 if{ A|i|=x then return i // 查 找 成 功 

3. return no” // 查 找 失败 

设 A 的 2 个 元 素 都 不 相同 ,z 已 在 A 中 的 概率 为 p(0 三 p 夺 1), 并 且 当 xz 在 A 中 时 ,x 
等 于 A 的 每 一 个 元 素 的 可 能 性 相等 , 试 分 析 算 法 的 平均 时 间 复 杂 度 . 

13.10 设 A 的 n 个 元 系 都 不 相同 ,证 明 下 述 算法 产生 的 排列 AL1j,AL2j,…,A[Lnj 服 
从 均匀 分 布 : 

Random Permute Array(A) // 数 组 A|l1..n| 


1, for i1<—1 to n do 


离 放 数学 习题 解答 与 学 习 北 时 (和 急 3 版 ) 


2， 产生 {i,i 十 1,…,n)} 上 的 均匀 随机 数 

3， ”交换 AL 与 ALA 

这 段 程序 能 起 到 随机 化 输入 ,使 其 服从 均匀 分 布 的 作用 . 比如 ,在 快速 排序 算法 的 前 面 
加 上 这 段 程序 ,就 得 到 随机 快速 排序 算法 . 

13.11 随机 线性 搜索 算法 是 在 执行 线性 搜索 算法 ( 题 13.9) 之 前 先 对 输入 进行 随机 重 
排 ( 题 13. 10) ,描述 如 下 : 

Random Linear Search(A ,xz) // 数 组 A[1..n|, 待 查找 对 象 x 

1l. Random Permute Array(A) 

2. Linear Search(A ,zx) 

假设 A 中 有 上 (1 二 k 二 nn) 个 元 系 等 于 x, 试 分 析 算 法 在 调用 Linear Search(A,x) 时 , 执 
行 循 环 的 次 数 的 期 望 值 . 

13.12 某 公 司 要 招聘 一 名 技术 主管 ,有 位 应 聘 者 .招聘 人 员 与 他 们 一 位 一 位 地 面谈 ， 
要 求 对 每 位 应 聘 者 在 面谈 后 立即 告诉 对 方 是 否 录用 . 具体 做 法 是 ,首先 确定 一 个 正 整数 
k(1 三 kn 一 1) ,然后 对 每 位 应 聘 者 通过 面谈 打 一 个 分 数 , 打 的 分 数 都 不 相同 . 前 位 都 不 录 
用 , 设 前 上 位 的 最 高 得 分 为 m. 从 第 上 十 1 位 起 ,只 要 得 分 超过 m 就 录用 ,不 青 考虑 后 面 的 
人 . 如果 nn 一 k 一 1 位 的 得 分 都 不 超过 mm, 此 时 只 剩 下 最 后 一 位 ,不管 他 得 多 少 分 都 录用 .算法 
描述 如 下 ,其 中 score( 让 是 第 i 位 应 聘 者 的 得 分 . 

On-Line Max(n.,k) 


.fori<1 tok do 


14, for i<—k 二 1 ton—l1 do 


if score(i1) >m then returni 


1 
2 
3 if score(i1) >m then m<—score(i) 
4 
b 


。. return n 


假设 位 应 聘 者 的 排列 服从 均匀 分 布 ， 
(1) 求 恰好 选中 分 数 最 高 的 概率 p ,并 分 析 & 应 如 何 取 值 . 
(2) 求 需要 面谈 的 人 数 的 期 望 值 . 
13.13 ”用 散 列 函数 把 n 个 不 同 的 关键 码 散 列 到 长 度 为 m 的 表 工 中 ,假设 为 简单 
科 们 散 列 也 数 , 求 平均 的 冲突 数 . 
13.14 设 p 是 一 个 素数 ,m 宇 2, 记 2 二 {0,1,…,p 一 1),2Z7 二 {1,2,…,p 一 1}. 对 每 一 
对 (a,0)EZ* XZ, ,定义 
hs(K)=(aKi+b)mod p 
hs(K)=h,,(K)mod m 
其 中 KE72,. 试 证 明 ， 
(1) 对 每 一 对 (4a,6) EV* XZ, ,hw 是 Z, 上 的 双 射 函数 . 
(2) 设 (4a,0) 服 从 Z; XZ, 上 的 均匀 分 布 , 则 对 乙 中 任意 的 天 天 工 ,有 


Pih,,(K)=h,,,(L))} 二 


{hos lasoE2ZXxZ;} 称 作 通用 散 列 函数 类 . 
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13.3 习题 解答 与 分 析 


13.1 明文 XINGDONGZAIZIYE 
2381363141362508258244 

(1) 加 密 算法 ECG) 一 (十 3)mod 26， 

密 文 011169617169231121117 
ALQJGRQJCDLCLBH 

(2) 加 密 算法 ECD) 一 7imod 26 

密 文 541316212013161904194122 
FENQVUNQTAETEMC 

(3) 加 密 算法 E(2) 一 (5i 一 2)mod 26 

密 文 912 112131611219%241219%121418 
JMLCNQLCTYMTMOS 

13.2 加 密 算 法 Emmsms) 二 cjcycs 

其 中 c= 二 Cm 十 ki)mod 26 ,一 1,2,3, 人 一 3 一 一 2 太一 7. 

明文 XINGDONGZAIZIYE 
23813 6314 13625 0825 8244 

密 文 0620 9121 1646 366 112211 
AGUJBVQEGDGGLWL 

13.3 ”充分 性 . 设 a 与 m 互 素 , 则 wa 的 模 m 逆 a 存在 . 令 

D(j)=a i(j—b)mod m, j=0,]1,",25 


二 内 沂 


则 
D(E(i))=a ((aitb)mod m—b)mod m 
=a  ((aitb)—b)mod m 
ge dl A 
E(D(OI)) =(a(a (I—b6b)mod m)+b)mod m 
一 (ad (7 一 0) 十 0)mod m 
1 一 0,1,，…，25 
得 证 玉 是 双 射 ,D 二 FE. 
必要 性 . 用 反 证 法 ,假设 a 与 m 不 互 素 , 则 4 二 gcd(a,m) 这 1. 记 a 二 dai,m 二 dmi ,于 是 
E(im)=(a(Gitm) tb mod m 
=(aitTam +b)mod m 
=(aiTamtb)mod m 
=(aiTb)mod m 
= 上 (i) 
而 i 十 mm 关 i(mod m) ,与 是 单 射 矛 盾 , 故 a 与 1 互 素 ， 
13.4 (1) 加 密 算法 下 GD) = 一 (十 3)mod 26 
解密 算法 D(i)==(i 一 3)mod 26 
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密 文 ALQJGRQJCDLCLBH 
011169617169231121117 
明文 2381363141362508258244 
XINGDONGZAIZIYE 
(2) 加 密 算 法 E(i)= 二 7imod 26 
7 与 26 互 素 ,7 ! 二 15(mod 26) ,解密 算法 D(i) 二 15imod 26 
密 文 FENQVUNQTAETEMC 
541316212013161904194122 
明文 2381363141362508258244 
XINGDONGZAIZIYE 
(3) 加 密 算法 E(i)= 二 (5i 一 2)mod 26 
5 与 26 互 素 ,5 三 一 5(Cmod 26), 解 密 算 法 D(i)= 二 一 5(i 十 2)mod 26 
密 文 912112131611219241219121418 
JMLCNQLCTYMTMOS 
明文 2381363141362508258244 
XINGDONGZAIZIYE 
13.9 #0 Tn = pq 300$(n)=4X0—2amw= 1. 
(1) 明文 STOP 表 成 18 19 14 15,7 的 二 进 制 表示 是 111. 
18: 尘 9(mod 35), 9 三 ll(mod 35), 18 = 三 18X9X11=32(mod 35) 
19: 二 1]1 (mod 35), 11:16(mod 35), 19"=19X11X1619(mod 35) 
14: 寺 21(mod 35), 21: 二 21(mod 35), 14’ 二 14X21X21 三 14(mod 35) 
15: 圭 15(mod 35), 15’=15X15X15=15(mod 35) 
密 文 为 : 32 19 14 15 
(2) 密 文 32 14 32,7-! 三 7(mod 24), 得 d=7. 
03 =0(mod 35) ll(imnod 35) 
32' 圭 (—3)X9X11=18(mod 35) 
14 三 一 14(mod 35),， (一 14》) 三 一 14(mod 35 ) 
14’=14X(—14)X(—14)=14(mod 35) 
明文 为 : 18 14 18, 即 SOS,. 
13.6 线性 同 余 法 zx, 二 (ax,_i 十 c)mod m,n 二 1,2,… 
(1) m=16,4a=7 ,c=1,7x0=0 
伪 随 机 数 序 列 : 1,8,9,0,1,8,9,0,… 周期: 4 
(2) m= 907 
伪 随 机 数 序 列 . 7,8,6,1,2,0,4,5,3,7,8,… ”周期 9 
(3) m= 二 15,4=3,c=0,7xo=1 
伪 随 机 数 序 列 : 3,9,12,6,3,9,12,6,… 周期: 4 
(4) m=17,4=2,c=0,7xo=4 
伪 随 机 数 序列 : 8,16,15,13,9,1,2,4,8,16,… 周期: 8 
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(5) m=17,a=5,c=0,7x6o= 1 

伪 随 机 数 序列 : 5,8,6,13,14,2,10,16,12,9,11,4,3,15,7,1,5,… 周期 : 16 

13,7 《1) 

算法 1: 

1. 产生 (0,1) 均 匀 分 布 伪 随 机 数 x 

2. if wu 二 0. 1 then xz<-0 ,计算 结束 

3. else if w 志 0,45 then x 一 1 ,计算 结束 

4. else if u 志 0,5 then zx<e2 ,计算 结束 

号 else Z< 3 

6，Freturn x 

(2) 设 产生 伪 随 机 数 所 需 的 时 间 为 < ,算法 1 执行 步骤 2 一 5 中 的 步 数 为 N ,算法 1 的 
运行 时 间 为 T= 二 NN 十 a 十 1. 

N 与 的 天 系 如 下 : 


u (0,0.1| (0,.1,0,45| (0.45,0.5 | (0.5,1| 


于 是 ,算法 1 的 平均 运行 时 间 为 
E(T)=a+1+E(N)=a+1+1X0.1+2X0.35+3X0.05 二 4X0.5==a 十 3. 95 


(3) 按 概率 从 大 到 小 重新 排列 X 的 取信 


算法 2: 

1. 产生 (0,1) 均 匀 分 布 伪 随 机 数 x 

2， if xx 委 0.5 then xz<-3 ,计算 结束 

3，else if xx 委 0. 85 then zx<-1 ,计算 结束 

4 else if x 迄 0. 95 then z<-0 ,计算 结束 

else Z< 2 

6. return 7 

类 似 地 ,算法 2 的 平均 运行 时 间 为 
E(T')=a++1+1X0.5+2X0.35+3X0.1 二 4X0.05==a 十 2.7 

13.8 几何 分 布 pi 二 P{X=k} 二 gq 1p,k 二 1,2,*… 

北 推 公式 ，: 
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pi—p 
prt1—qprrkR—=1,2,"* 
算法 
1. 产生 (0,1) 均 匀 分 布 伪 随 机 数 zx 
| 
3，while uF 
4 | 
9. return x 


13.9 若 z 二 A[ 门 , 则 循环 执行 i 次 ; 若 z 不 在 A 中 , 则 执行 完 循环 (n 次 ) 后 再 加 1 步 
根据 题 设 ,P{z==A[ 门 )= 写 ,i 二 1,2,… nsx 不 在 A 中 的 概率 等 于 g 二 1 一 p. 算法 的 平均 运 
行 时 间 为 
0 +gln+1) 一 (Bta) nt = (132)tD 
和 


i 三 ] 


L510 py 1 过 1 夺 n} ,要 证 对 每 一 个 i(1 志 i 二 n), 经 过 i 次 循环 后 A[l,.7| 
为 S 中 任意 一 个 i 个 元 素 的 子 排列 的 概率 等 于 一 一 

当 ;i 一 1 时 ， A 2,…,n) 中 的 任意 一 个 , 故 经 过 一 次 
循环 后 ,AL1] 为 S 中 的 任意 一 个 的 概率 等 于 二 二 于 一 一, 即 结论 成 立 ， 


假设 对 i 一 1(2 志 i 二 n) 结 论 成 立 , 考 虑 经 过 i 次 特 环 设 x1 ,Xs，"…* ,Xi 是 S 中 的 任意 一 个 
i 个 元 系 的 子 排列 , 记 
已 : 经 过 一] 次 循环 后 ALl.. i 一 1 | 为 ld29" "9di—l 
C: 第 ;次 循环 中 产生 的 随机 数 & 使 得 Alkj] 二 x 
于 是 ,BC; ; 次 循环 后 A[1.. 习 为 二 ,mx 而 由 归纳 假设 ,得 
pe itD! 
从 而 
CaitD!, 1 _ (ni)! 
n | | nl 


P(BC)=P(B)P(C|B)= 
得 证 对 i 结论 也 成 立 . 
因此 ,经 过 nn 次 循环 后 ,All.. 0 为 S 的 任何 排列 的 概率 等 于 二, 即 A[1. . 妆 ] 服 从 均匀 


分 布 . 
13. 11 i 次 循环 二 AL1..i 一 1j 中 不 含 T 且 Alij]==x. 这 样 的 AL1..72 有 
Pn 一 ki 一 1)。k。(n 一 站! 个 ,于 是 ， Wi T, 的 分 布 律 为 
P{T 二 说 二 Pln—k,i—1)*k*e (no 12)1 
nl 
nl 2k 和 
Ta E21Ylnl ne 


天 一 下 十 1 
A nk 
Le 2 (7 一 上 一 1 十 1)1721 


n—k 


| 


到 
-二 |o-e+DZ 
了 一 避 
] 
] | 着 一】 
[ktD > 
0 
-| 
| 
k. 
四 ”k(n—&k) 
一 n 一 上 十 1 可 | 


13.12 (1) 设 A;: 选中 第 i 人 目 第 i 人 是 
的 最 高 分 在 前 个 人 中 ,i==k 十 1,k 十 2,… 


BC 0 s 
n zt 


-| 
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令 ) 一 7 一 & 十 1 一 :; 


k 一 1 十 j 
Rk—1. 
| 
一 


中 


j= k 


j=0 


i 


1 一 上 (让 pai | 
eat 上 (主教 材 8.3.2 (8)) 


最 高 分 , 即 第 ;人 是 最 局 分 且 前 ;一 1 个 人 中 
,n, 则 


] 
故 恰好 选中 最 高 分 的 概率 为 
如 nl n—1 
] Rk k ] 
Pr 2 pose | n 2 J 
考虑 pi puri , 即 
并 一 ] 证 一 
kl <k+1 呈 1 
nn j= | ni j= 如 1 | 
化 向 得 
总 一 
9 
7 三 十] J 
n—1 ] 
j= 二 十] 


co 1—1 1— 1 
注意 到 >， he 一 In 一 ,由 ln 一 = 二 1, 解 得 ko 守 (n 一 1)e. 
j=k+1 。 ££ 4 k 
19 


例如 , 当 n 二 20 a 


4 人 
J 
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(2) 记 X: 被 选中 人 的 序号 . 

XX 二 i1 售 第 1 人 的 分 数 是 前 i 个 人 中 最 高 的 且 前 i 一 1 个 人 中 的 最 高 分 在 前 个 人 中 ， 
kT]RT2," ,nT—1. 

X= 二 n 令 前 n 一 1 个 人 中 的 最 高 分 在 前 个 人 中 . 

X 的 分 布 律 为 


1 一 上 十 1 ,十 2,*** ,nn 一 1] 


13 13 < EE 
”lo ”否则 。 
rp 
一 ] i 
冲突 数 M = >，>, Xi , 平均 冲突 数 为 
i 二 1 j 二 计 1 
n—l 扣 n—l nl 
EC(M = YD ECX) 一 》 》1 二 
i=1 j=i+1 Po pF 
”了 一 ] 
i 
0 1) op 


13.14 (1) 因为 p 是 系数 ,1 二 a 过 pp, 所 以 a 的 模 p 逆 a 7 存在 . 令 
hi(K)=a i(K—b)mod p VKEZ, 
不 难 验 证 : VY KEZ, ,hii (hs(K)) 二 K,hos (hil(K)) 二 K, 从 而 得 证 ho 是 Z, 上 的 双 射 
(2) 充 KK,LEZ, 且 KK 关 L ,人 不妨 设 (aK 十 6)mod p 之 (aL 十 5)mod p. 叉 因为 KK 关 L, 故 
K 一 LL 的 模 p 逆 (K 一 L)”! 存 在 .于 是 
has (K)=h (LL) Oh (K)Ehis (LL) (mod m) 
Sl(aKib) mod p—(aLtib)mod p=0(mod m) 
Sa(K—L)mod p=0(mod m) 两 边 同 乘 (K 一 L) 7”! 
Sa mod p=0(mod m) 
Sa==0(mod m) 
而 a 服从 Z; 上 的 均匀 分 布 ,得 到 


Pi{h,,s (K)=h,,,(L) } = < 


nm 


章 
14 代数 系统 


14.1 内 容 提 要 


1. 二 元 运算 与 一 元 运算 
定义 14.1 设 S 为 集合 ,函数 f.; SXS->S 称 为 S 上 的 二 元 运算 ,简称 为 二 元 运算 . 这 
时 也 称 S 对 了 封闭 . 
定义 14.2 设 S 为 集合 , 困 数 f; SS 称 为 S$ 上 的 一 元 运算 ,简称 为 一 元 运算 . 
2. 二 元 运算 及 一 元 运算 的 表示 
算 符 :。,* ,。, 中 ,的 ,A 等. 
f((X ry)) Or y= 
太一 yy 全 "一 yy 
表示 方法 : 
图 数 表达 式 一 一 运算 规则 能 够 用 图 数 表 达 式 给 出 ， 
运算 表 一 一 适 于 表示 有 穷 集 上 的 运算 ,运算 表 的 格式 如 表 14. 1 和 表 14. 2 所 示 . 


表 14.1 表 14.2 

| ta 人 U "i 
他 1 Cl | Ul “Us CL] tn 0] “人 1 
Uo | do ° 09 do an Us "Us 
Un dn°al dn°ad?2 i dn “On 


3, 二 元 运算 的 性 质 一 一 算 律 
设 * 为 S$ 上 的 二 元 运算 ,涉及 一 个 运算 的 主要 算 律 有 : 
(1) 区 换 律 ” 对 于 任意 的 zy,yES 有 zey 王 yz， 
(2) 结合 律 ” 对 于 任意 的 zx,y,zES 有 (zsey)。z 一 Ze(yez)， 
(3) 戎 等 律 ” 对 于 任意 的 zxES 有 Ze*z 一 1. 
(4) 消去 律 ” 对 于 任意 元 素 z,y,zES,z 天 0, 都 有 
人 
设 * 和 x 为 S 上 两 个 不 同 的 二 元 运算 ,涉及 两 个 不 同 运算 的 主要 算 律 有 : 
(5)。 运 算 对 * 运算 的 分 配 律 ”对 于 任意 的 x,y,zES 有 
(TX Yy)°—(ro) (yz) zo (Ty) = (or) * (zoy) 
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(6) 吸收 律 ”如 果 * 和 :#* 都 可 交换 ,并 且 对 于 任意 的 zx,yES 有 
Ze(Zxy) 一 过 和 Zx(zey) 一 工 
4. 运算 的 特异 元 素 ( 代 数 常 数 ) 一 一 单位 元 、 零 元 可逆 元 及 其 逆 元 
定义 14.3 设 * 为 $ 上 的 二 元 运算 , 则 
(1) 如 果 存 在 e: (或 e)ES, 使 得 对 任意 zxES 都 有 
e1 "XTX 二 XT (或 x?°e, 二 Xx) 
则 称 ec (或 e.) 是 $ 中 关于 。 运 算 的 左 (或 右 ) 单 位 元 . 行 eES 关于 "运算 既是 左 单位 元 又 是 右 
单位 元 , 则 称 e 为 S 上 关于 。* 运 算 的 单位 元 .单位 元 也 叫做 么 元 . 
(2) 如 果 存 在 (或 0.)ES, 使 得 对 任意 xES 都 有 
lz 一 册 (或 了 oO 一 0 和) 
则 称 0.( 或 0,) 是 S 中 关于 * 运 算 的 左 (或 右 ) 零 元 . 耕 OES 关 于 * 运 算 既 是 左 零 元 又 是 右 堆 
元 , 则 称 0 为 $ 上 关于 。 运 算 的 零 元 . 
(3) 令 ee 为 S$ 中 关于 运算 * 的 单位 元 .对 于 xES, 如 果 存 在 y,( 或 y,)ES, 使 得 
We 【政和 让 全 
则 称 w (或 yy) 是 过 关于 。* 运 算 的 左 逆 元 (或 右 逆 元 ). 若 >yES 既是 x 的 左 闭 元 又 是 z 的 右 道 
元 , 则 称 y 为 zx 的 逆 元 .如 果 的 逆 元 存在 ,就 称 过 是 可 逆 的 . 
唯一 性 定理 : 
定理 14.1 设 * 为 S 上 的 二 元 运算 ,e (或 0) 和 e,( 或 0,) 分 别 为 S 中 关于 。 运 算 的 左 和 
右 单位 元 (或 零 元 ) , 则 e, 二 e, 二 e( 或 外 二 0 二 四 为 S$S 上 关于 * 运 算 的 唯一 的 单位 元 (或 零 元 ). 
定理 14.2 设 : 为 S$ 上 可 结合 的 二 元 运算 ,e 为 该 运算 的 单位 元 ,对 于 xES 如 果 存 在 
左 逆 元 y, 和 右 逆 元 y;, 则 有 yi 二 y, 二 y, 且 yy 是 x 关于 * 运 算 的 唯一 的 逆 元 . 
由 于 逆 元 的 唯一 性 ,通常 将 xz 的 逆 元 记 作 二 
定义 14.4 非 空 集 合 S 和 3S 上 个 一 元 或 二 元 运算 1,f;,… ,fi 组 成 的 系统 称 为 一 个 
代数 系统 ,简称 代数 , 记 做 (S, 了 ,fo，… ,fi). 
同类 型 的 代数 系统 ”两 个 代数 系统 中 运算 的 个 数 相 同 , 对 应 运算 的 元 数 相同 , 旦 代数 和 
数 的 个 数 也 相同 . 
同 种 的 代数 系统 ”两 个 同类 型 的 代数 系统 对 应 的 运算 所 规定 的 运算 性 质 也 相同 . 
6, 子 代 数 系统 与 积 代数 系统 
子 代数 定义 ” 设 V=(S,i,f;,… ,fi) 是 代数 系统 ,B 是 S 的 非 空 子 集 , 如 有 果 B 对 玫 ， 
fi，… ,fi 都 是 封闭 的 ,日 B 和 S 含有 相同 的 代数 常数 , 则 称 4B, 记 ,fi，,… ,fi) 是 V 的 子 代数 
系统 ,人 简称 子 代数 . 如 果 B= 二 S$, 则 称 B 是 V 的 平凡 子 代数 ;如 果 BCS, 则 称 子 代数 B 为 V 
的 真子 代数 . 
子 代 数 性 质 . 
对 任何 代数 系统 V, 它 的 子 代 数 一 定 存在 . 
子 代数 与 原来 的 代数 系统 是 同 种 的 代数 系统 . 
积 代数 定义 设 V==(A,°*) 和 V, 一 (B, x ) 是 同类 型 的 代数 系统 ,。 和 * 为 二 元 运算 ， 
在 集合 AXB 上 如 下 定义 二 元 运算 。,VY 《al,b1),(as,b;)EAXB, 有 


《al 8 * as yp ) 一 人 aleay sb * b,) 

称 V 二 (AXB,。…) 为 总 与 V; 的 积 代数 , 记 作 ViXV. 这 时 也 称 V 和 Vi 为 V 的 因子 代数 . 

积 代数 性 质 : 

积 代数 与 原来 的 代数 系统 是 同类 型 的 . 

积 代数 可 以 保持 原来 代数 系统 中 的 交换 律 .结合 律 、. 需 等 律 、 分 配 律 和 吸收 律 等 ,不 一 定 
保持 消去 律 . 

积 代数 也 可 以 保持 特异 元 素 . 如 果 el (或 外 ) 和 es (或 0,) 分 别 为 因子 代数 VV 与 V; 中 对 
应 运算 的 单位 元 , 则 (ei ,es)( 或 (9 ,)) 也 是 积 代数 中 关于 对 应 运算 的 单位 元 (或 零 元 ). 对 
于 VV 和 Vs 中 可 逆 的 元 素 a 和 0,(a- ,0 在 积 代数 XW 中 是 (cp 的 道 元 . 

7. 代数 系统 的 同 态 与 同 构 

同 态 定义 ” 设 V 一 (A,*) 和 VV, 一 (B, *) 是 同类 型 的 代数 系统 , f: Vi 习 Vi, 且 
Yr,yEA 有 

fxrey)=f(x) * f(y) 

则 称 是 Vi 到 V; 的 同 态 映 射 , 人 简称 同 态 . 

同 态 的 分 类 : 

同 态 映 射 如 条 是 单 射 , 则 称 为 单 同 态 ; 

如 果 是 满 射 , 则 称 为 满 同 态 , 这 时 称 :是 ww 的 同 态 像 , 记 作 一 V: ; 

如 果 是 双 射 , 则 称 为 同 构 ,也 称 代数 系 统 Vi 同 构 于 V;, 记 作 V 空 V; 

对 于 代数 系统 V, 它 到 目 身 的 同 态 称 为 自 同 态 . 

类 似 地 可 以 定义 单 自 同 态 、 满 自 同 态 和 自 同 构 . 

同 态 的 性 质 . 

满 同 态 映 射 f 可 以 保持 运算 的 交换 律 、 结 合 律 \、 客 等 律 \, 分 配 律 和 吸收 律 ,不 一 定 保持 
消去 律 . 

满 同 态 映 射 上 能 保持 单位 元 、 零 元 .可逆 元 素 及 其 逆 元 , 即 : 

fle)=ess fC0)=B, f(r 二 不 地) 一 

8. 半 和 群 与 独 异 点 

定义 : 

(1) 设 V 二 (5S,°。) 是 代数 系统 ,* 为 二 元 运算 ,如 果 。 运 算是 可 结合 的 , 则 称 V 为 半 群 . 

(2) 设 V 二 《S,*) 是 半 群 ,大 eES 是 关于 * 运 算 的 单位 元 , 则 称 V 是 含 么 半 群 ,也 叫做 独 
异 点 , 记 作 V=(S,。,e). 


元 素 的 窜 : 
在 半 群 (S,*。) 中 , YzES, 规 定 : Xx' 一 z+,x" 一 zsZoEZ ， 
在 独 异 感 (5S,*,e) 中 , YzE5, 规 定 : x "==e,x" = 二 zx"*x,n€EN. 
窜 运 算 规 则 


XX 一 XT 一 mnEZT( 注 ; 在 独 异 点 中 ,nN) 
子 半 群 与 子 独 异 点 ” 半 和 群 与 独 寞 点 的 子 代 数 . 
判定 方法 : 
设 V==(S,*。) 是 半 群 ,TCS,T 非 空 ,如 果 全 对 V 中 的 运算 封闭 , 则 (T,。) 是 V 的 子 
半 群 


才 玉 沂 
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设 V=(S$,",e)? 是 独 异 点 , 工 二 S, 了 非 空 , 如 果 工 对 六 中 的 "运算 封闭 , 且 eET, 那 么 
(了 ,。,e) 构 成 V 的 子 独 异 点 ， 

半 群 与 独 异 点 的 直 积 ” 半 群 与 独 寞 点 的 积 代数 . 

半 群 与 独 异 点 的 同 态 : 

(1) 设 V 二 (S1,*),Vs 一 《Ss，* ) 是 半 群 ,f: Si 一 S:. 在 对 任意 的 zx,yE Si ,有 

Tr y= (7) fly) 

则 称 了 为 半 群 Vi 到 V; 的 同 态 映射 ,简称 同 态 . 

(2) 设 训 二 (Si1,*,e1) ,Vs 二 (Ss,X ez) 是 独 异 点 , 太 S1 习 Ss. 右 对 任意 的 x,yE€ Sli, 有 

f(x°y)=f(x)* f(y) H Fe) 一 es 

则 称 f 为 独 异 点 Vi 到 V; 的 同 态 映 射 ,简称 同 态 . 

9， 群 的 定义 及 性 质 

群 的 定义 ” 设 (G,。) 是 代数 系统 ,为 二 元 运算 . 如 果 。 运 算是 可 结合 的 ,存在 单位 元 
eEG, 并 且 对 G 中 的 任何 元 系 x 都 有 x "EG, 则 称 G 为 群 . 

若 群 G 是 有 穷 集 , 则 称 G 是 有 限 群 ,否则 称 为 无 限 群 . 群 G 的 元 素数 称 为 群 G 的 阶 ,有 
限 群 G 的 阶 记 作 1G|. 

只 含 单 位 元 的 群 称 为 平凡 群 . 

在 群 G 中 的 二 元 运算 是 可 交换 的 , 则 称 G 为 交换 群 或 阿 贝尔 (Abel) 群 . 

重要 群 的 实例 : 

整数 有理数、 实数 加 和 群 , 模 n 加 群 ,Klein 四 元 群 . 

早 运 算 设 G 是 群 ,a€EG,nE2V; 则 a 的 n 次 究 定 义 如 下 : 
1 一 

We 0 1 一 ( 
人 N00 N= 一 XN 

元 素 的 阶 ” 设 G 是 群 ,a€G, 使 得 等 式 a 二 e 成 立 的 最 小 正 整 数 & 称 为 a 的 阶 , 记 作 
al 二 &, 这 时 称 a 为 k 阶 元 . 右 不 存在 这 样 的 正 整数 &, 则 称 a 为 无 限 阶 元 . 

群 的 性 质 . 

定理 14.3 设 G 为 群 ,n,mEZ, 则 G 中 的 曙 运 算 满足 : 

(1) VaEG,(a ) =a 

(2) Va,bEG,(ab) =b a 

(3) VaeEG,ara? 一 ad 

(4) Va€EG,(a’)”=a™ 

(5) 大 GG 为 交换 群 , 则 (ab)" 二 a"b” 

定理 14.4 G 为 群 , ya,pEG, 方 程 cz= 和 wa 二 6b 在 G 中 有 解 且 仅 有 唯一 解 . 

定理 14.5 G 为 群 , 则 G 中 适合 消去 律 , 即 对 任意 a,6,cEG, 有 

(1) 若 ab 二 ac, 则 6 二 cc. 

(2) 若 ba 二 ca, 则 56=e. 

定理 14.6 G 为 群 ,a€G 且 |a|==7. 设 是 整数 , 则 

(1) a* 二 e 当 且 仅 当 x|k 

(2) la |=|al 


A 


10. 子 群 

定义 设 G 是 群 ,日 是 G 的 非 空 子 集 , 如 果 电 关于 G 中 的 运算 构成 群 , 则 称 互 是 G 的 
子 群 , 记 作 瑟 志 G. 若是 G 的 子 群 , 晶 HCG, 则 称 玉 是 G 的 真子 群 , 记 作 HH<G. 

子 群 判定 定理 . 

定理 14.7( 判 定 定理 一 ) 设 G 为 群 ,H 是 G 的 非 空子 集 , 则 互 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 

(1]) Va,pE 万 有 apE 万 

(2) Ya EH 有 a EH 

定理 14.8( 判 定 定理 二 ) ” 设 G 为 群 ,日 是 G 的 非 空 子 集 . 瑟 是 G 的 子 群 妆 且 仪 当 
Va,bEH 有 ab EH. 

重要 的 子 群 : 

设 G 为 群 ,a€ G, 令 昌 二 {a*|kEZ), 则 互 是 G 的 子 群 , 称 为 由 a 生成 的 子 群 , 记 作 (a). 

设 G 为 群 , 令 C= 1 rt YrEG(larz 二 xa)}, 则 CC 是 G 的 子 群 , 称 为 G 的 中 心 . 

子 群 格 设 ha LO)={( 互 | 互 是 G 的 子 群 ), 则 偏 序 集 (L(G), 导 ) 称 为 G 的 子 
群 格 . 

11. 群 的 同 态 

定义 ” 设 人 GG .Gs 是 群 ,f; G1 习 G;, 若 Ya,b6EG1 都 有 Fabo)= Fa) Fo) , 则 称 f 是 群 Gi 
到 G;, 的 同 态 映射 ,简称 同 态 . 

12. 循环 群 

定义 设 G 是 群 , 若 存 在 a€EG, 使 得 G 一 {a*| kEZ), 则 称 G 是 循环 群 , 记 作 G 一 (a)， 
称 a 为 G 的 生成 元 . 

分 关 : 

知 & 是 nn 阶 元 , 则 G= {a 二 eyal ,a ,， ; ,那么 1G|==n, 称 G 为 n 阶 循环 群 . 

厂 a 是 无 限 阶 元 , 则 G= {a 二 eya™! ,az ee G 为 无 限 循 环 群 . 

循环 群 的 生成 元 : 

定理 14.9 设 G=(a) 是 循环 群 . 

(1) 看 G 是 无 限 循 环 群 , 则 G 只 有 两 个 生成 元 , 即 c 和 a :1. 

(2) 奋 G 是 2” 阶 循环 群 , 则 CG 含 有 yy(2) 个 生成 元 . 这 里 的 8(n) 是 欧 拉 函数 ( 见 9. 1 节 ) ,对 
于 任何 小 于 7 且 与 2 互 素 的 目 然 数 r,w 是 6G 的 生成 元 . 

定理 14. 10 

(1) 设 G 二 (a) 是 循环 群 , 则 G 的 子 群 仍 是 循环 群 . 

(2) 在 G 王 (a) 是 无 限 循 环 群 , 则 G 的 子 群 除 {e} 以 外 都 是 无 限 循环 群 . 对 于 任何 目 然 数 
r, a” ) 都 是 G 的 一 个 子 群 , 且 对 于 不 同 的 r+, 所 得 到 的 子 群 (a ) 也 不 同 . 

(3) 硅 G=(4) 是 n 阶 循环 群 , 则 对 的 每 个 正 因 子 d,G 恰好 含有 一 个 4 阶 子 和 群 ,就 是 
(ad ). 

13. n 元 置换 群 

n 元 置换 的 定义 设 $S={1,2,…,n}),S 上 的 任何 双 射 函数 o: S 一 S 称 为 S$ 上 的 nn 元 
置换 . 

n 元 置换 的 表示 法 : 

置换 符号 表示 


二 全 洪 
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| …。 7 
ee 
ol1) ol(2) 1 ol(n) 


不 交 的 轮换 表示 与 对 换 表 示 . 

轮换 与 对 换 定义 设 o 是 S$ 二 {41,2,…,n) 上 的 nn 元 置换 , 夺 6o(i1) 二 i ,0o(is) 二 13，……， 
o(is-1) 二 is0(ii) 三 计 , 且 保持 S 中 的 其 他 元 素 不 变 , 则 称 o 为 S$ 上 的 k 阶 轮换 , 记 作 
(iiiz*…ii), 若 上 二 2, 称 o 为 S$ 上 的 对 换 . 

任何 元 置换 都 可 以 表示 成 不 交 的 轮换 之 积 , 且 表 法 是 唯一 的 . 

任何 元 置换 都 可 以 表示 成 对 换 之 积 . 表 法 不 唯一 ,但 是 含有 对 换个 数 的 奇偶 性 不 弯 . 

奇 置 换 与 偶 置 换 在 7 元 置换 的 对 换 表 示 中 含有 偶数 个 对 换 , 则 称 这 个 ?元 置换 为 偶 
置换 ,否则 称 为 奇 置换 . 

置换 的 乘法 设 o,rt 是 n 元 置换 ,g 和 + 的 复合 oc°r 也 是 n 元 置换 , 称 为 o 与 + 的 乘积 ， 
记 作 cr. 

置换 群 所 有 的 ?7 元 置换 的 集合 S, 关 于 置换 的 乘法 构成 群 , 称 为 n 元 对 称 群 .n 元 对 称 
群 的 子 和 群 称 为 革 元 置换 群 . 

14. 环 与 域 

环 的 定义 ” 设 (R, 十 ,，。) 是 代数 系统 ,十 和 。 是 二 元 运算 . 如 果 满 足以 下 条 件 

(1) 〈R, 十 ) 构 成 交换 群 

(2)〈R,。) 构 成 半 群 

(3) ，。 运 算 关 于 十 运算 适合 分 配 律 
则 称 (R, 十 ,，。) 是 一 个 环 . 

相关 术语 . 

称 十 运算 为 环 中 的 加 法 ,， 运算 为 环 中 的 乘法 . 环 中 加 法 单位 元 记 作 0, 乘 法 单位 元 (如 
果 存 在 ) 记 作 1. 对 任何 元 素 x, 称 xz 的 加 法 逆 元 为 负 元 , 记 作 一 x. 夺 存 在 来 法 逆 元 , 则 称 
之 为 逆 元 , 记 作 zx. 为 了 使 得 表达 式 更 为 答 洁 ,在 环 中 经 篆 省 略 乘法 算 符 ,而 把 wa。2 记 
作 co. 

环 的 运算 性 质 : 

定理 14.11 设 (R, 十 ,，) 是 环 , 则 

(1) YaER,a0=0a=0 

(2) Va,bER,(—a)b=a(—b)=—ab 

(3) Va,b,cER,a(b—ce)=ab—ac,(b—c)a=ba—ca 

(4) Val ay oa, bi 0 0 ER (其 中 n,m 主 2) 


、 i=1 i=1 j=1 


子 环 定义 及 判定 : 

定义 设 R 是 环 ,S 是 R 的 非 空子 集 .S 关于 环 R 的 加 法 和 乘法 也 构成 环 , 称 为 R 的 子 
环 . 若 S 是 R 的 子 环 , 日 SCR, 则 称 S 是 R 的 真子 环 . 

判定 定理 

定理 14.12 设 R 是 环 ,S 是 R 的 非 空 子 集 , 石 

有 


(2) Yasb ES: abEs 
则 S 是 R 的 于 环 . 
环 同 态 ” 设 Ri 和 R, 是 环 . f: Ri 习 R,, 若 对 于 任意 的 x,y€E RI 有 
f(rxTy) = rTf OY), fxry)= f(x) fy) 
成 立 , 则 称 f 是 环 R1 到 R; 的 同 态 映 射 , 简 称 环 同 态 . 
特殊 的 环 : 
这 (R 十 ,是 环 ， 
(1) 右 环 中 乘法 .适合 交换 律 , 则 称 尺 是 交换 环 . 
(2) 奋 环 中 乘法 ， 存在 单位 元 , 则 称 及 是 含 么 环 . 
(3) 阁 Va,bER,ab 二 0 之 a 二 0V5b 二 0, 则 称 R 是 无 零 因 子 环 . 
(4) 在 尺 既是 交换 环 、 含 么 环 ,也 是 无 零 因 了 于 环 , 则 称 尺 是 整 环 . 
(5) 设 R 是 整 环 ,日 R 中 至 少 含有 两 个 元 素 . 夺 YaE€ R* ,其 中 R* 一 R 一 10}, 部 有 
a “ER, 则 称 R 是 域 . 
15. 格 的 定义 与 性 质 
两 个 等 价 定义 : 
(1) 设 (S, 科 ) 是 偏 序 集 , 如 果 Vz,yES,{z,y} 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 , 则 称 S 关于 
偶 序 科 构 成 一 个 格 .zVy 和 x Ay 分 别 表 示 xx 与 y 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 . 
(2) 设 (S,* ,。) 是 代数 系统 , * 和 。 是 二 元 运算 ,如 果 * 和 。 运 算 满 足 交 换 律 、 结 合 律 和 
吸收 律 , 则 4S, * ,。) 构 成 格 . 
对 偶 原 理 
设 上 是 含有 格 中 元 素 以 及 符号 = 三、 入、 关 、V 和 人 的 命题 , 令 广 是 将 三 中 的 科 蔡 换 成 
,这 蔡 换 成 < 、V 替换 成 人、 作 蔡 换 成 V 所 得 到 的 命题 , 称 广 为 了 的 对 偶 命 题 . 
格 的 对 偶 原 理 设 了 是 含有 格 中 元 际 以 及 符号 三 、 入 、 关 、V 和 人 等 的 命题 , 右 f 对 一 
切 格 为 其 , 则 了 的 对 侦 命 是 了 "也 对 一 切 格 为 大. 
格 中 的 算 律 : 
定理 14.13 设 代 ,和 ?是 格 , 则 运算 V 和 人 和 适合 交换 律 .结合 律 . 震 等 律 和 吸收 律 , 即 
(1) YasbEL 有 avVpo=pVa 和 aw bbAMa 
(2) Va,b,cEL 有 (a Vb) Vec=aV (BVe) 和 (a AD Ac= 王 aaA 人 (AN 人 rc) 
(3) YaEL 有 aVa==a 和 a Aa= 二 a 
(4) Va,bEL 有 aV (a \b)=a 和 a NN(aVb)=a 
16. 子 格 与 格 同 态 
子 格 设 (L, 八 ,V ) 是 格 ,S 是 L 的 非 空 子 集 , 奢 S$S 关 于 L 中 的 运算 A 和 VYV 仍 构成 格 ， 
则 称 S 是 工 的 子 格 . 
格 的 同 态 ” 设 Li 和 二: 是 格 , 太 LDL, 右 Yae, EL 有 
FaADO)=Fa)AFOD)， flaVb)= fla) Vf(0) 
成 立 , 则 称 了 为 格 工 ! 到 工 ; 的 同 态 映射 ,人 简称 格 同 态 . 
17. 特殊 的 格 
分 配 格 设 (L, A,V) 是 格 , 奋 Ya,b,cEL, 有 
a A(bVe)=(a Ab)V (a Mc) 


才 下 沂 
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aV (bpA)=(aVb)A(aVoe) 


则 称 工 为 分 配 格 . 

分 配 格 的 判定 定理 . 

定理 14.14 设 工 是 格 , 则 工 是 分 配 格 当 且 仅 当 工 不 含有 与 钻石 格 或 五 角 格 ( 见 主教 材 
14. 3 方 ) 同 构 的 子 格 . 


定理 14.15 格 工 是 分 配 格 当 且 仅 当 Va,b,cEL 有 a Ab=aAc 且 a Vb=aV ce 这 b=c. 

有 界 格 设 工 是 格 , 若 存在 a€EL 使 得 YrE€L 有 a 二 x,; 则 称 a 为 L 的 全 下 界 ; 若 存在 
bEL 使 得 YrEL 有 x06, 则 称 5 为 L 的 全 上 界 . 右 工 存在 全 下 界 和 全 上 界 , 则 称 工 为 有 界 
格 , 有 界 格 工 记 为 (L,A,V,0,1), 其 中 0 与 1 分 别 表 示 全 下 界 与 全 上 界 . 

有 补 格 设 代 ,人 ,V,0,1> 是 有 界 格 ,aeEEL, 行 存在 EL 使 得 a 人 pp=0 和 wyVpo=1 成 
立 , 则 称 ! 是 a 的 补 元 . 设 (L, A,V ,0,1) 是 有 界 格 , 硅 上 中 所 有 元 系 都 有 补 元 存在 , 则 称 工 
为 有 补 格 . 

18. 布尔 代数 

布尔 格 (或 布尔 代数 ) 的 等 价 定 义 : 

有 人 名 分 配 格 

设 (B, x* ,。) 是 代数 系统 ,x* 和 。 是 二 元 运算 .在 * 和 。 运 算 满足 : 

(1) 交换 律 , 即 Ya,bEB, 有 : ax*b= 二 bxa,a°b 二 b°*a 

(2) 分 配 律 , 即 Ya,b,cEB, 有 :ax (bec) 一 (ax¥xb)°(axc),a (bxce)=(a°b) * (a°c) 

(3) 同一 律 , 即 存在 0,1€EB, 使 得 Ya€ B, 有 : ax1=a,a*0 二 a 

(4) 补 元 律 , 即 Ya EB, 存 在 a €B, 使 得 axa’ 二 0,a°a’ 二 1 
则 称 4B, * ,。) 是 一 个 布尔 代数 . 

在 布尔 代数 中 ,每 个 元 素 存 在 唯一 的 补 元 ,因此 求 补 是 布尔 代数 中 的 一 元 运算 . 可 将 布 
尔 代数 标记 为 (B, A,V , ,0,1). 

布尔 代数 的 性 质 : 

定理 14.16 设 (B, 和 A,V， ,0,1) 是 布尔 代数 , 则 

(1) yeEB,(a ) 一 ai 

(2) Ya,bEB,(a Ab) = 二 a Vb ,(aVb) = 二 a AD ( 德 摩根 律 )， 

布尔 代数 的 同 态 : 

设 (B1, 八 ,V，,0,1) 和 (Bi, 门 ,U ,一 ,0,E) 是 两 个 布尔 代数 .这 里 的 门 ,U ,一 泛 指 布 
尔 代 数 B; 中 的 求 最 大 下 界 , 最 小 上 界 和 补 元 的 运算 .9 和 EE 分 别 是 B; 的 全 下 界 和 全 上 界 . 
f: Bi 习 B,. 如 果 对 于 任意 的 a,b5E Bl 有 

flaVOD)=fa) UF), flaAb)=fa) (fC00), fla)=— f(a) 
成 立 , 则 称 了 是 布尔 代数 也 ,到 B, 的 同 态 映射 . 

有 限 布尔 代数 的 结构 : 

任何 有 限 布尔 代数 都 与 某 个 早 集 格 同 构 . 因此 ,任何 有 限 布尔 代数 的 元 系 个 数 都 是 2”， 
其 中 是 某 个 自然数. 


14.2 习 卉 


14.1 (1) 设 S 为 3 元 集 ,S 上 可 以 定义 多 少 个 不 同 的 二 元 运算 和 一 元 运算 ?” 其 中 有 
多 少 个 二 元 运算 是 可 交换 的 ? 有 多 少 个 二 元 运算 是 客 等 的 ? 有 多 少 个 二 元 运算 既 不 是 可 交 


代数 系统 


换 的 又 不 是 里 等 的 ? 

(2) 如 采 5 为 n 元 集合 , 则 上 述 问 题 的 结 采 是 什么 ? 

14.2 以 下 集合 和 运算 是 否 构 成 代数 系统 ? 如果 构成 ,说 
明 该 系统 是 否 满足 交换 律 .结合 律 ? 求 出 该 运算 的 单位 元 、 零 元 
和 所 有 可 逆 元 率 的 逆 元 . 

(1) P(B) 关 于 对 称 差 运 算 中 ,其 中 P(B) 为 暴 集 . 

(2) 设 nn 为 给 定 正 整数 ,nZ 关于 普通 乘法 运算 . 

(3) A 二 {4a,0,c),* 运算 定义 如 表 14. 3 所 示 . 

14.3 确定 以 下 各 小 题 的 集合 关于 给 定 运 算是 否 封闭 ,如 果 是 ,说 明 相关 运算 所 具有 的 
性 质 ( 指 交 换 律 .结合 律 . 需 等 律 .消去 律 .分 配 律 、. 吸 收 律 ) 和 特异 元 素 ( 单 位 元 、 零 元 、. 逆 元 ). 

(1) A=Z,r°y=7r+y—2ry, Yr,yEA. 

(2) A=R,zx°y=|x—y|, Yr,yEA. 

(3) A 二 P({a,4b}) ,运算 为 集合 的 交 . 

(4) A 为 n 阶 实 可 逆 矩 阵 的 集合 ,两 个 运算 分 别 为 矩阵 加 法 和 乘法 . 

14.4 以 下 集合 和 运算 是 否 构成 代数 系统 ?如果 构成 ,说 明 该 系统 是 否 满足 交换 律 . 结 
合 律 ” 求 出 该 运算 的 单位 元 、 零 元 和 所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 . 

(1) 有 理 数 集 Q,zx y= 二 (x 十 y)/2. 

(2) 目 然 数 集 N, zx y= 二 23， 

(3) 正 整 数 集 , zx y= 二 gcd(x,y)，, 即 求 x 与 y 的 最 大 公约 数 . 

(4) S ,其 中 5 为 任意 非 空 集合 ,运算 为 函数 合成 . 

14.5 判断 下 列 命 题 的 中 假 . 

(1) A 二 {x1xEN 且 gcd(x,5) 二 1), 则 (A, 十 ) 构 成 代数 系统 ,十 为 普通 加 法 . 

(2) Vr,yER,zx*y 二 |x 一 y|, 则 0 为 (R, x ) 的 单位 元 . 

(3) YrsyER,r*y=ztytry MYrER zr 三 一 也 (十 zh) 

(4) 4 一 {(1,2,……，10},VYzvyEA,zxy= 一 gcd(zyy), 则 (A,* ) 是 半 群 . 

(5) 任何 代数 系统 都 存在 子 代数 

(6) Klein 四 元 群 的 同 态 像 一 定 是 Abel 群 . 

14.6 设 A={1,2),B 是 A 上 的 等 价 关系 的 集合 . 

(1) 列 出 B 的 元 素 . 

(2) 给 出 代数 系统 V=(B, 站 > 的 运算 表 . 表 14.4 

(3) 求 出 V 的 单位 元 、 零 元 和 有 所 有 可 逆 元 率 的 逆 元 . 


a b c d 
(4) 说 明 pdt ily 独 寞 点 和 和 群 . a bb ¢ 4d 
14.7 设 集合 A 二 {a,b,c,d} 上 的 :运算 如 表 14. 4 所 示 . b a ad dd 
(1) 说 明 运 efi np EE 
d d d d 


(2) 求 单 位 元 与 零 元 . 
14.8 设 A={a,b,c) ,构造 A 上 的 二 元 运算 * 使 得 a x0b==c,c*0 二 b, 且 * 运算 是 竹 等 

的 .可 交换 的 ,给 出 关于 * 运算 的 一 个 运算 表 , 说 明 它 是 否 可 结合 ,为 什么 ? 
14.9 设 A={a,b,c),"*: 是 A 上 的 二 元 运算 ,在 V=<A,*) 的 运算 表 中 ,除了 a*b==a 以 

外 ,其 余 运算 结果 都 等 于 4b. 试 给 人 台 出 Y 王 4A,*》 的 两 个 非 恒 等 映 射 的 自 同 态 . 


才 玉 泊 
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14.10 设 A=({a pc)，。 为 A 上 的 二 元 运算 , 且 Vz,yEA,zey 一 5， 

(1) 找 出 A 上 所 有 的 双 射 困 数 . 

(2) 说 明 这 些 冰 数 是 否 为 (A,*> 的 目 同 构 ,为 什么 ? 

14.11 证 明定 理 14.5: 设 G 为 群 , 则 G 中 适合 消去 律 , 即 对 任意 wa,o,cEG 有 

(1) 大 ab 二 ac, 则 6 二 ce 

(2) 在 如 =ca, 则 0 一 <c， 

14.12 设 G 为 群 ,zy,yEG,z 关 e,|y| 三 2, 且 yzy 一 之 , 求 |z|， 

14.13 硅 群 G 中 只 有 一 个 2 阶 元 , 则 这 个 2 阶 元 一 定 与 CG 中 所 有 元 素 可 交换 . 
14.14 设 G 是 n 阶 非 交 换 群 ,n 宇 3, 证 明 G 中 存在 非 单 位 元 a 与 0,a 天 0, 且 ab 二 ba. 
14.15 设 G 为 群 , 昌 G, 证 明 如 果 xEG 且 xH=={xhlh€E 晶 ) 是 G 的 子 群 , 则 xEH. 
14.16 设 G 含 有 以 下 8 个 元 素 : 


| | ,| | 0 | | 
le 外 加 了 本 加 Ed mn 
0 1 0 一 1 一 1 0 1 0 


找 出 G 的 全 部 子 群 ,并 画 出 G 的 子 群 格 . 

14.17 设 群 G=(M:(R) ,十 》, 互 =(4|4EM: CR) , 且 4=4) ,其 中 4 表示 4 的 转 置 ， 
证 明 玉 是 G 的 于 和 群 . 

14.18 设 G 为 群 ,aEG. 令 f; G>G,f 了 f(x) 一 ara 1!,，YxEG, 证 明 ff 是 G 的 自 同 构 . 

14.19 设 G 与 G' 都 是 群 ,f 是 群 G 到 G 的 同 态 映射 ,a€G. 

(1) 证 明和 大 a 的 阶 是 有 限 的 , 则 f(a) 的 阶 也 是 有 限 的 , 且 | f(a)| 整除 |al. 

(2) 如 果 f(a) 的 阶 是 有 限 的 ,那么 a 的 阶 一 定 是 有 限 的 吗 ? 证明 你 的 结论 ， 

14.20 设 f 是 群 G1 到 G; 的 同 态 映射 , 旷 是 Gi 的 子 群 ,证 明 A 互 ) 是 G; 的 子 群 . 

14.21 如果 G 为 非 Abel 群 ,证 明 G 的 所 有 目 同 构 构 成 的 群 AutG 至 少 含有 2 个 元 素 . 

14.22 求 循环 群 4Z ,由 ;的 所 有 的 生成 元 和 子 群 . 

14.23 设 妈 整除 2 证 明 7 阶 循环 群 G= 人 > 中 的 方程 x” 二 e 恰 有 m 个 解 . 

14.24 设 多 项 式 f= 二 (zi 十 Xz)(z3 十 x4)， 找 出 使 得 了 保持 不 变 的 所 有 下 标的 置换 ,这 
些 置换 是 否 构成 S, 的 子 群 ? 

14.25 证 明 在 S, 中 恰 含 有 4 个 轮换 的 元 置换 个 数 是 第 一 类 Stirling 数 | "| 

14.26 设 (G, 十 ) 是 Abel 群 ,EndG 是 G 的 所 有 目 同 态 的 集合 ,VY f,g EEndG 定义 十 
和 。 运 算 : Ya€G， 

(fTe)(a)= f(a) Tpg(a) (f°g)(a)=—=g( f(a)) 

证 明 EndG 关于 十 和 。 构 成 一 个 环 . 

14.27 尺 为 环 ,aER,RI 二 {x | x ER,xa 一 0) ,证 明 Ri 是 R 的 子 环 . 

14.28 证 明 有 理 数 域 的 自 同 构 只 有 恒 等 日 同 构 . 

14.29 ” 若 环 尺 适 合 : YeER,a: 一 a, 证 明 ; 

(1) YaER,a 十 a 二 0 (2) R 是 交换 环 

14.30 ” 民 为 含 之 环 ,a,bER, 有 日 a 1,6 :ER, 证 明 . (ab) ! 二 b ial, 

14.31 判断 下 述 命题 的 真 假 ， 

(1) {1/2,1,2) 对 于 普通 乘法 构成 群 . 


(2) 整 环 的 积 代数 不 一 定 是 整 环 . 

(3) 2" 元 格 都 是 布尔 格 . 

(4) 在 有 补 格 中 , Ya€EL, 求 a 的 补 是 LL 的 一 元 运算 . 

14.32 设 G=(Zis, 岂 ) 是 模 18 的 整数 加 群 . 

(1) 写 出 G 的 所 有 子 群 . 

(2) 画 出 子 群 格 (L(G), 忆 ) 的 哈 斯 图 . 

(3) 说 明 该 格 是 否 为 分 配 格 、 有 和 补 格 及 布尔 代数 . 

14.33 设 A={1,2,5,10,11,22,55,110) ,A 关于 整除 关系 构成 偏 序 集 . 画 出 该 偏 序 集 
的 哈 斯 图 . 说 明 该 俩 序 集 构成 哪 一 种 格 ? 

14.34 设 G=(2;, 昌 ). 

(1) 给 出 G 的 目 同 构 群 AutG 的 运算 表 . 

(2) 画 出 AutG 的 子 群 格 工 的 哈 期 图 ， 

(3) 说 明 这 个 格 是 否 为 分 配 格 ,有 补 格 .布尔 格 . 

14.35 设 A={2,3,…,15), 过 为 A 上 的 偏 序 ,$(n) 是 欧 拉 函 数 , Vz,yEA， 

TySO$T)Ty(y) 或 ($(7X)=$(y)H rey) 

(1) 画 出 (4A, 二 ) 的 哈 斯 图 . 

(2) 《A, 二 ) 是 否 为 格 ? 如 果 是 ,说 明 这 个 格 是 否 为 分 配 格 、 有 和 补 格 和 布尔 格 . 

14.36 设 A={zlzER 且 开 乏 z 委 上 十 1) ,其 中 Ko 一 Ks 二 0,K1 一 Ks 一 一 1, KK 二 一 2. 
| 

(1) 画 出 偏 序 集 (S, 导 ) 的 喻 斯 图 , 求 它 的 极 大 、 极 小 、 最 大 、 最 小 元 . 

(2) 该 偏 订 集 构成 什么 格 ? 

14.37 设 格 工 = 人 (2 ,V，A), 其 中 A,V 分 别 为 求 两 个 数 的 最 小 公 倍 数 和 最 大 公约 数 
的 运算 .判断 下 列 集合 是 否 为 工 的 子 格 ? 

(AS (TL, (B= (C= 

14.38 在 同 构 的 意义 下 给 出 全 部 5 元 格 的 图 形 , 并 指出 哪些 是 分 
配 格 、 有 界 格 、 有 补 格 及 布尔 代数 . 

14.39 求 图 14. 1 中 格 工 的 所 有 子 格 . 

14. 40 证 明定 理 14.13 (3) (4)( 见 主教 材 374 页 ) , 即 证 明 格 LL 
中 运算 A 和 V 适合 蝶 等 律 和 吸收 律 . 

14.41 设 4A=11,2) ,以 A 中 全 体 元 素 作 为 群 的 元 素 , 能 够 构成 多 
少 个 不 同 构 的 群 , 以 A 中 全 体 元 率 作 为 格 的 元 率 能 构成 多 少 个 不 同 构 
的 格 ? 

14.42 设 (B, 人 和,V，，,0,1) 是 布尔 代数 ,证 明 对 于 B 中 任意 元 素 a,2 有 以 下 命题 

(1) aV (la Ab)=aVb 

(2) a Ab’ =0Sa Vb=1Sa<b 

14.43 判断 下 述 代数 系统 是 否 为 格 ” 是 不 是 布尔 代数 ? 

(1) S 二 人 {1,3,4,12}; 任 给 xX,yES,r°y 二 lem(x,y),XTX* y 二 gcd(x,y), 其 中 lem 是 求 最 
小 公 倍 数 ,gcd 是 求 最 大 公约 数 . 


地 莹 港 
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(2) S 二 {0,1,2},。 是 模 3 加 法 ,* 是 模 3 乘法 . 
(39) S 一 10.1 .由 ,其 中 >2. 任 给 z,yEGS,zey 一 max(zyy),Zxy 一 min(zyy)， 


14.3 ”习题 解答 与 分 析 


14.1 (1) 3 元 集合 上 有 3: 二 3 二 19 683 个 二 元 运算 ,3: 一 27 个 一 元 运算 . 其 中 可 交换 
的 运算 有 3* 王 729 个 , 宕 等 的 运算 有 3 二 729 个 ,交换 并 且 徊 等 的 运算 有 3 二 27 个 ,不 可 交 
换 、 也 不 虹 等 的 运算 有 
1 人 
(2) 设 A 为 n 元 集 , 有 wm 个 不 同 的 一 元 运算 . A 上 的 每 个 二 元 运算 都 对 应 了 一 个 运算 
表 . 运算 表 中 有 nXn 个 位 置 ,每 个 位 置 可 以 有 种 可 能 的 取 值 ,根据 乘法 法 则 ,有 w" 个 不 同 
的 二 元 运算 . 对 于 可 交换 的 运算 ,运算 表 中 上 、 下 三 角 内 的 元 素 是 对 称 分 布 的 ,因此 主 对 角 线 


上 有 个 位 置 ,上 三 角 中 有 > > 个 位 置 ,总 计 呈 2 -2 个 位 置 ， 每 个 位 置 可 能 及 种 取 值 ,因此 


ne +n 


ee 云 算 有 nn 3 个 . 类似 的 分 析 可 知 徊 等 的 运算 有 mw 一 个 ,交换 并 且 和 办 等 的 运算 有 
ns 个 , 既 不 交换 也 不 寡 等 的 运算 有 痉 一 (zx i 一 + 个 


14.2 (1) 构成 代数 系统 . 满足 交换 律 \ 结 合 律 . 单位 元 为 好 ,无 去 元 , Yr € P(B)， 
汪汪 

(2) 构成 代数 系统 . 满足 交换 律 、 结 合 律 . 0 为 去 元 . 仅 当 ?一 1 时 存在 单位 元 1, 此 时 有 
-1 一 1,( 一 1) 一 一 一 1. 

(3) 构成 代数 系统 . 满足 交换 律 .结合 律 . 零 死 为 &, 无 单位 元 和 可 逆 元 . 

14.3 (1) 封闭 ,满足 交换 律 .结合 律 .消去 律 ;单位 元 0,0 ”二 0,1 一 1. 

(2) 封闭 ,满足 交换 律 . 

(3) 封闭 ,满足 交换 律 结合 律 . 虞 等 律 ;单位 元 为 {a,0) , 零 元 为 ,(a,b) 二 (a,0). 

(4) Ri 加 法 不 封 财 :乘法 满足 结合 律 .消去 律 ; 单位 元 为 n 阶 单位 矩阵 ,每 个 元 


14.4 (1) 构成 ,满足 交换 律 , 没 有 结合 律 ,无 单位 元 、 零 元 和 可 逆 元 ， 

(2) 构成 ,满足 交换 律 ,没有 结合 律 ,无 单位 元 、 雪 元 和 可 逆 元 . 

(3) 构成 ,满足 交换 律 、 结 合 律 ,无 单位 元 和 可 逆 元 , 零 元 是 1. 

(4) 构成 ,有 结合 律 , 仅 当 S 为 单元 集 时 满足 交换 律 ,单位 元 为 恒 等 图 数 , 除 了 S 为 单元 
集 外 不 存在 零 元 . 双 射 四 数 有 逆 元 , 即 反 男 数 . 

14.5 (1) X (2) xX (3) Xx (4) ~ (5) 、/ (6) ~ 

说 明 : (1) 中 运算 不 封闭 ,例如 2,3 都 是 A 中 元 素 ,但 是 2 十 3 二 5 不 是 A 中 元 素 . 

(2) 0 不 是 单位 元 ,因为 当 z 为 负数 时 ,zx 0 天 >. 

(3) 当 z 关 一 1 时 ,xz a 

(4) 求 最 大 公约 数 运算 满足 结 

(5) 该 代数 系统 自身 是 平凡 的 子 代数 

(6) 同 态 映射 保持 交换 性 . 


14.6 (1) 2 元 集合 上 只 有 2 种 划分 ,因此 只 有 2 个 等 价 关系 , 即 B={14 ,FE)， 1 
(2) V 的 运算 表 如 表 14. 5 所 示 . 丽 
草 


(3) VV 的 单位 元 是 EE4 , 零 元 是 人 ,可逆 元 素 只 有 Es ,EAI 一 已 

(4) Y 为 半 群 , 独 异 点 ,不 是 群 . 

14.7 (1) 因为 (66) c==aec 二 c,b° (bec) 二 bd 一 d ,不 满足 结合 律 . 

(2) 单位 元 a, 零 元 d. 

14.8 根据 已 知 条 件 构造 运算 表 如 表 14.6 所 示 , 其 中 可 以 从 a ,b,c 中 任意 选 定 一 
个 ,所 以 有 3 种 答案 . 


表 14.5 表 14.6 
站 la Ea 加 
a a c 必 
了 In [a 
pb Cc pb pb 
Fa [a ba C &: b C 


运算 不 可 结合 ,因为 (ax 6b) xb=cx*b=b,ax (bx6b) 二 a xb=c. 
14.9 设 了 为 同 态 ,于 是 由 f(5)f(5) 二 (650) 二 了 (5) ,知道 (5) 是 徊 等 元 . 而 该 运算 表 
中 只 有 是 过 等 元 ,于 是 得 到 f(5)==6b. 假 设 Fo 一 wa, 那么 就 有 
一族 O 王 了 Ce) 一 了 ce) f(D)=—=ab=a 
下 眉 ,于 是 /co) 天 a. 假 议 f(a) 二 c, 那 么 就 有 
c= fla)= f(ab)= f(a)f (6)=c6=6 
也 产生 矛盾 . 综合 上 述 结 采 知道 同 态 映射 满足 1(0) 二 60,f(c) 隆 a,f(a) 关 c. 因此 ,可 能 的 
赋值 是 : 
f(a)=ab; f(0)=6b; fl(c)=b,c 
从 而 得 到 4 个 郴 效 : 
万 一 (asayy ap) cp) fo—=ilasa) DO) (cc))} 
fs=ias0) ,bo (cb)}, 六 = 一 (ap DO (cc)} 


万 (ac) 王 万 (O 王 0， fi(a)fi(c)=ab=a 

于 是 ,只 有 fs 和 广 满 足 要求 . 

14.10 (1) 采用 置换 的 表示 , 双 射 图 数 为 : fi 二 (a),f; 二 (bc),fs=(ac),f=(ab)， 
fs= (abc), fe = (acb). 

(2) 只 有 方 和 态 为 目 同 构 , 它 们 能 满足 同 态 映 射 条 件 , 将 零 元 c 映 到 零 元 c, 即 
了 (eu 

14.11 设 G 为 群 , 任 取 a,6,cEG, 则 

ab=aca (ab)=a (ac)(a a)b=(a a)ceb=ecb=c 

同 理 可 证 ba 二 ca 这 5 二 c. 

14.12 由 已 知 得 xX y= yr, 于 是 

(yxy (yry )=x yr ry =x 

由 于 yy 是 2 阶 元 ,因此 y= 二 y ,上 骨 利 用 xy 二 yx 代入 上 式 得 
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1 


太一 Vi 一 yy 一 yy 一 并 

由 消去 律 得 x 二 e, 即 |x|= 二 1 或 者 3. 由 于 x 关 e, 因 此 |x|=3. 

14.13 设 2 阶 元 为 a, 任 取 G 中 元 素 x ,根据 主教 材 例 14.17 可 知 ,zax” 也 是 2 阶 元 . 
由 于 只 有 一 个 2 阶 元 ,于 是 4a 一 xax ,从 而 得 到 ax 王 xa. 

14.14 假如 Yrz€EG, 部 有 x 二 e, 那 么 Vx,y€G 

Zy 一 (zy) ~=y 一 y 

与 G 是 非 交 换 群 矛盾 . 因此 G 中 存在 非 单位 元 ao 六 e, 即 a 了 a , 令 5 二 a 即 可 . 

14.15 由 于 XH 是 G 的 子 群 , 故 eEx 昌 ; 即 存 在 hERH 使 得 xh= 二 e. 从 而 X= 二 h 1!. 由 于 
瑟 是 群 ,因此 z6 HH. 

14.16 令 


1 0] fi 0 0 1 0 i 
‘lo me 
0 1 0 一 i —1 0 i 0 


于 是 得 到 运算 表 如 表 14. 7 所 示 


表 14.7 

A 一 上 —B C 一 C D —D 

A A 一 人 B —B C 一 C D —D 
一 上 一 上 A —B B 一 C —D ls 
B B —B 一 AA A D —D 一 ( C 
—B —B B A 一 有 一 也 C 一 ( 
人 C 一 C 一 也 D 一 A A B —B 
—C —C C D —D 站 一 人 —B B 
D D 一 也 E 一 C —B B 一 各 A 
—D —D D 一 C 各 B —B A 一 A 


G 的 于 和 群 有 
G, (A)={A}, (—A)={A,—Al) 
ne 0 0 97s DD 
G 子 群 格 如 图 14. 2 所 示 . 

14.17 显然 五 非 空 . 


(a 0 de 
V | |， | 
\b cc) e J 
a b de a—d be) 
He EH 
bp ec) \e J be c—f, 


根据 子 群 判定 定理 互 是 子 群 . 
图 14.2 14.18 首先 证 明 三 为 双 射 .假设 FIz) = yy) ,那么 aza ! = 
aya ，,， 由 消去 律 得 到 x==y, 因 此 f 是 单 射 的 . 任 取 y€EG,f(a va) 一 
aa yaa 一》 于 是 了 是 满 射 的 .下面 证 明 f 为 同 态 . 任 取 x,y€G, 则 
f(xy)=axya =(axa )(aya  )=f(x)f(y) 
14.19 (1) 证 明 ; 设 |a|==r, 则 
(CFU = OO 


(B) 


代数 系统 


其 中 e 为 G 的 单位 元 . 这 就 证 明了 f(a) 的 阶 有 限 , 且 | Ac)| 整 除 |a|. 

(2) 若 f(a) 的 阶 有 限 ,a 的 阶 不 一 定 有 限 . 考虑 整数 加 群 G==(Z, 十 ), 模 3 加 群 G = 
(2 ,中 ). 令 太 :7 一 2 , 且 f(a) 二 (a)mod 3, 那 么 是 同 态 映射 ,在 整数 加 群 中 1 的 阶 不 存 
在 ,但 是 在 模 3 加 群 中 , | f(1)|=3. 

14.20 因为 五 非 空 ,因此 六 五 ) 非 空 . 任 取 z,yE f( 昌 ), 存 在 a,b€E 晶 使 得 f (a) 二 =x， 
f(5) 二 y. 由 于 是 是 子 和 群 ,aob“EHH, 于 是 

ry =f(a)f(b) =f(a6 "Ef(H) 

根据 子 群 判定 定理 ,f( 瑟 ) 是 Gs 的 子 群 . 

14.21 G 为 非 Abel 群 , 必 存 在 a,5EG, 满 足 ab 关 ba. 令 f: GG,f 了 f(r) 二 a za, 则 
Vx，,yEG 有 


f(xy)=a (rxy)a=(a ra)(a ya)= f(r) f(y) 
这 就 证 明了 了 为 同 态 映射 .由 
f(x)=f(y)a ra=a yar=y 

证 明了 /为 单 射 . 是 对 任意 cEG, 有 f(aca !)==c, 于 是 f 为 满 射 .从 而 证 明了 了 为 同 构 . 

如 果 AutG 只 含有 1 个 元 素 , 即 恒 等 映 射 .那么 对 于 所 有 的 XEG,f(x) 二 a za 一 xz, 即 
Xa 二 ax， 从 而 得 到 ab 二 ba ,与 ab 关 ba 了 矛盾. 

和 4.22 直 成 元 为 153,5,759,11,13.15. 子 税 有 (0)s(1) .0027s (二 (8). 

14.23 设 x=a! 是 解 ,0 全 1 过 n, 则 

7 一 全 0 一 e On|tm 
由 于 和 整除 n, 即 存在 正 整 数 衣 ,使 得 n= 二 km, 于 是 上 整除 1. 
klt>t= sk 其 中 ; 为 整数 

t 是 上 的 倍数 , 叉 由 于 1 过 n, 因 此 1 二 0,1,…,(m 一 1)k, 从 而 得 到 Xx 二 a ya aa 容 
易 验 证 以 上 4 的 震 都 是 方程 的 解 , 且 两 两 不 等 . 

14.24 所 有 的 置换 是 : (1),(12),(34),(12)(34),(13)(24),(14)(23),，(1423 )， 
(1324) ;根据 乘法 的 封闭 性 可 知 这 些 置换 构成 $ 的 子 群 . 

14.25 考虑 元 对 称 群 S,, 设 在 表示 式 中 具有 个 不 交 轮 换 的 置换 有 人 ”| 个 ,得 到 这 
种 置换 的 方法 有 两 种 : 在 Si: 的 每 个 含 ”一 1 个 轮换 的 置换 中 加 入 1 阶 轮换 (n), 方 法 有 
人 ”一 ) 种 ; 从 S, 1 的 每 个 合 有 个 轮换 的 党 换 中 加 入 ,加 入 的 方法 及 一 1 种 ,于 是 得 到 


如 下 递 推 方程 


(") We D(” 上 人 
广 | 
an RN\ 


不 难看 出 ,这 个 弟 推 方程 的 形式 和 初 值 部 与 第 一 类 Stirling 数 的 方程 完全 一 样 . 因此 有 


=| 
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14.26 先 考 虑 封 财 性 . Yr,yEC, 则 
(F 十 g)(Cz 十 轨 ) 三 f(rty)i er y= f(r)ig(r)i fly) eae(y) 
=(fig)(r)+ (fie)(y) 
fg(rxty) =pg(f (rty))=g(f (rx) f(y)) 
=g(f(r)) Tg(f(y)) = f° g(r Tf gy) 
f+g 与 f*g 都 是 同 态 ,因此 EndG 关于 十 和 * 运 算 封 闭 .显然 十 在 EndG 中 满足 交换 律 . 下 
面 验证 结合 律 . Y f,g ,hEEndG, Yr€EG， 
(AF TE Th Th) 
=f(rx)i (gtr)ih(r))=( fi (gTh)) (zr) 
(ITI Sa Til TOs 
其 中 f。: G>G,fo(x)==0 为 零 同 态 ,这 里 的 0 是 群 G 的 单位 元 .于 是 f 十 有 二 f, 同 理 可 证 
fo 二 t+f==f. 令 g: G>G,g(7x) 二 一 f(x), 那 么 
(fie)(r)= fr)— fr)=0, (g++ f(r)=— f(r)+f(r)=0 
因此 g 是 了 的 负 元 . 综 上 所 述 ,EndG 关于 十 运算 构成 Abel 群 .由 于 孔 数 复合 运算 满足 结合 
律 ,EndG 关于 ,运算 构成 半 群 . Y f,g,hEEndG, YrEG, 则 
f°(gth)(x)=(gTh) (fr) =—=g(f x) Th (FT)) 
=f°*g(rx)+f°h(r)= (fg f°h) (xr) 
因此 f°(g 十 h) 二 f°*g 十 f°h. 同 理 可 证 右 分 配 律 也 成 立 .于 是 (EndG, 十 ,*) 构 成 环 . 
14.27 0ER, ,Ri 非 空 . Yrz,yER,, 则 
(xX— Jara ya—0—0=0 
因此 x 一 yE RI. VryyEGR ,有 
(XTXy)a=x(ya)=7x0=0 
因此 xy€ Ri. 于 是 ,Ri 是 R 的 于 环 . 
14.28 ”任何 有 理 数 可 以 表示 为 p/q, 其 中 p,q 为 整数 ,gq 一 0,p 与 q 互 素 . 如 采 f 为 日 
同 构 ,那么 满足 f: QQ, 且 f(0)==0,f(1)==1, 因 此 
VzEZ ,f(x)= 了 (二 1 十 1 十 十 1) 二 (1) 十 f(D) 十 十 f(1) 二 x 
VrEZ , 令 z= 一 y; 则 f(x)=f( 一 y)=—f(y)=—y=zx 
yzEQ ,r=p/g, f(x)=f(p/g)=f(pq 1')=f(p)f (gq!) 
=p(f(g)) =pg =p/g=7x 
V7EQ ,r=—p/g,f(x)=f(—p)flgq )=—f(p)f(lg )=—p/gq=x 
从 而 证 明了 了 为 恒 等 映 射 . 
14.29 (1) 由 于 aa’ 二 a, 于 是 有 
a 二 a 二 a 二 a 二 a’ 十 a 十 a 十 a’ 二 (a 十 a)* 二 a 十 a 
根据 环 中 加 法 的 消去 律 , 得 a 十 4a 二 0. 
(2) 任 取 a,65ER, 则 
(atb)’ =atbSa Tabitbatb =atpb 
一 4 十 0 十 0 十 0 一 4 十 0 一 ap 十 0 一 (0 
一 40 十 bp 一 00 十 CO 
根据 环 中 加 法 的 消去 律 ,有 ab 二 ba. 


14.30 (ab)(b a )=a(bb )a =aa = 
(ba )(ab)=b (a ‘a)b=6b 0 一 ] 

于 是 5 "a 是 ab 的 他 元 ; 即 (ab) 一 一， 

14.31 (1) Xx (2) (3)X (4) Xx 

说 明 : (1) 科 法 不 封闭 ; (2) 因 为 整 环 有 消去 律 ,但 是 积 代数 不 一 定 保持 消去 律 ,因此 不 
一 定 是 整 环 ; (3)2” 元 的 格 中 只 有 一 个 是 布尔 格 ; (4) 在 有 补 格 中 每 个 元 素 都 有 补 元 ,但 是 有 
的 元 素 具 有 多 个 补 元 ,不 是 唯一 的 ,因此 求 补 不 构成 一 元 和 运算. 

14.32 《DG 的 于 群 有 s 《A200(3)3(0)5(907.(0% 

(2) 子 群 格 的 哈 斯 图 如 图 14. 3 所 示 . 

(3) 这 个 格 是 分 配 格 、 不 是 有 补 格 和 布尔 代数 . 

14.33 了 哈 期 图 如 图 14.4 所 示 . 这 个 格 是 分 配 格 、 有 界 格 、 有 人 补 格 、 布 尔格 . 


图 14.3 图 14.4 


14.34 (1) G 的 自 同 构 有 4 个 ,是 fi: 2 jz) 一 (zi)mod5 ,一 1,2,3,4, 目 同 
斧 群 AutG 二 (所 ,fo，fs，f4) ,其 运算 表 如 表 14. 8 所 示 . 
(2) AutG 的 子 群 ; 有 Hi 二 (及 ) ,Hi 二 1, 有 1),AutG, 子 千 格 工 的 哈 期 图 如 图 14. 5 
所 示 . 
表 14.8 AutG 


fi fs fs fa 


A fi f2 fa fa 1 
f? f? fa fi fi 
f: fs fi fa f? Hl 
fa fs fa 1 fi 


(3) 工 是 分 配 格 ,不 是 有 补 格 与 布尔 格 . 

14.35 (1) 哈 斯 图 如 图 14. 6 所 示 ,是 一 条 链 . 

(2) 是 格 ,也 是 分 配 格 , 不 是 有 补 格 和 布尔 格 ， 

14.36 (1) 4,={z | xERAOZzrS1}=[0,1| 
~{r | XERA—1<zx<2)=[—1,2| 
~{rx | xER A0zr3} =[0,3| 
人 
人 


| XERA—1<zx<4}=|—1,4| 
rT | XERA—2<7r<5}=|[—2,5| 
哈 斯 图 如 图 14.7 所 示 . 极 大 元 .最 大 元 是 A, , 极 小 元 .最 小 元 是 A,. 
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(2) 构成 有 界 格 ,分配 格 . 
14.37 (1) 不 是 ,9 与 12 在 工 中 的 最 小 公 倍 数 是 36 ,但 是 36 不 属于 A. 
(2) 不 是 ,2 与 3 在 二 中 的 最 小 公 倍 数 是 6, 但 是 6 不 属于 了. 


(3) 是 ,因为 两 个 运算 都 封闭 . 
14.38 ”所 有 的 5 元 格 如 图 14.8 所 示 . 


图 14.6 图 14.8 


图 14. 8 中 都 是 有 界 格 ,其 中 工 ; ,L; ,LL 是 分 配 格 ,Ls 和 Ls 是 有 补 格 .没有 布尔 格 . 
14.39 1 元 于 格 : a},{b),{c},{d}),(e?; 
2 元 于 格 : (ao ,asc} ,asd} ,tase} ,b,c} to di (De tcyeh ,id,e}; 
:re Pr 
4 lute lo lv Dd eo bed es 
人 
14.40 (3) Va€EL, 显 然 有 有 aaVa, 叉 由 于 a<a, 于 是 aVa<a, 根 据 偏 序 的 反对 称 性 
得 到 a Va 二 a. 青 使 用 对 偶 原 理 得 到 a a 二 a. 
(4) Va,bEL, 显 然 有 aaV (a A5). 田 外 一 方面 ,由 a 二 a 和 a Ab<a 得 到 aV (a 人 b) 专 
a. 利 用 偶 序 的 反对 称 性 ,得 到 aV (a 和 人 5) 二 a. 青 使 用 对 偶 原 理 得 到 a A (a V5)==a. 
14.41 在 同 构 的 意义 下 ,2 元 群 只 有 一 个 ,就 是 2 阶 循环 群 .在 同 构 的 意义 下 ,2 
序 集 只 有 2 个 . 一 个 是 不 含有 边 的 ,这 是 恒 等 关 系 , 不 是 格 . 另外 一 个 就 是 含有 1 条 边 的 ,这 
是 2 元 的 布尔 格 . 
14.42 (1l)aV(la MAb)=(aVa) A(aVb)=1A(aVb)=aVb 
2) 由 a Ab = 二 0 得 (a A5) = 二 1, 即 a V5 二 1. 由 a V5 二 1 得 
a=a AMl=aA(a Vb)=(a Ma )V (aAb)=0V (a Nb)=aAb 
而 由 a 二 a Ab,a Abb, 和 但 到 a 二 6b. 


代数 系统 


寿 ab, 那 么 由 a 二 a,a 二 5b 得 a 二 a 5b, 显然 a 和 ba, 从 而 得 到 a 二 a 人 0 ,于 是 有 
a Nb'=(ahM ob) Ab=aA(wAb)=aA0=0 
综合 上 述 ,证 明了 这 三 个 命题 都 是 等 价 的 . 各 
14.43 (1) 是 格 ,也 是 布尔 代数 . 
(2) 不 是 格 . 实际 上 这 个 代数 系统 是 环 . 
(3) 是 格 ,是 一 条 长 度 大 于 2 的 链 . 因此 除了 0 与 n 互补 以 外 ,其 他 元 系 没有 补 元 ,因此 
不 是 布尔 代数 . 
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